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Résumé
Nous présentons deux approhes diérentes pour dérire le ouplage hydromé-
anique des géomatériaux. Dans une approhe de type phénoménologique nous traitons
le milieu poreux omme un milieu ontinu équivalent dont les interations entre la
phase uide et le squelette solide onstituent le ouplage du mélange à l'éhelle maro-
sopique. En aratérisant le omportement de haque phase nous arrivons à dérire le
omportement ouplé du milieu ouplé saturé.
Nous utilisons ette approhe pour modéliser des essais expérimentaux faits sur un
ylindre reux pour une rohe argileuse (argile de Boom). Les résultats expérimentaux
montrent de façon laire que le omportement de ette rohe est fortement anisotrope.
Nous avons hoisi de modéliser es essais en utilisant une lois de omportement élasto-
plastique pour laquelle la partie élastique est transversalement isotrope.
Le problème aux onditions aux limites étudié met en évidene des déformations
loalisées autour du forage intérieur. An de dérire de façon objetive le développement
de es bandes de isaillement nous avons onsidéré un milieu ontinu loal de type
seond gradient qui permet d'introduire une longueur interne. De e fait nous avons
pu étudier le problème d'uniité en montrant qu'un hangement de la disrétisation
temporelle du problème aux limites peut onduire à des solutions diérentes.
Dans la deuxième approhe étudiée nous aratérisons la mirostruture du matériau
ave des grains et un réseau de anaux pour la phase uide. À l'aide d'un proessus
numérique d'homogénéisation nous arrivons à aluler numériquement la ontrainte
du mélange et le ux massique. Cette méthode d'homogénéisation numérique a été
implémentée dans un ode aux éléments nis an d'obtenir des résultats maro. Une
validation de l'implentation est proposée pour des aluls en meanique pure et en
hydroméanique.
Mots-lés
Lois de omportement, Couplage hydro-méanique, Élasto-plastiité, Homogénéi-
sation numérique, Bandes de isaillement, Modèles loaux de seond gradient, Non-
uniité, Grandes déformations, Éléments nis.

Abstrat
We present two dierent approahes to desribe the hydromehanial behaviour of
geomaterials. In the rst approah the porous media is studied through an equivalent
ontinuum media where the interation between the uide and solid phases araterize
the oupling behaviour at the marosale.
We take into aount this approah to model experimental tests performed over a
hollow ylinder sample of lay rok (Boom Clay), onsidered for nulear waste storage.
The experimental results learly show that the mehanial behaviour of the material is
strongly anisotropi. For this reason we hose an elasto-plasti model based on Druker-
Prager riterion where the elasti part is haraterized by ross anisotropy.
The numerial results of boundary value problem learly show loalised strains
around the inner hollow setion. In order to regularize the numerial problem we on-
sider a seond gradient loal ontinuum media with an enrihed kinemati where an
internal lenght an be introdued making the results mesh independent. The uniqueness
study is arried out showing that hanging the temporal disretization of the problem
leads to dierent solutions.
In the seond approah we study the hydromehanial behaviour of a porous media
that it is haraterised by the mirostruture of the material. The mirostruture taken
into aount is omposed by elasti grains, ohesives interfaes and a network of uid
hannels. Using a periodi media a numerial homogenization (square nite element
method) is onsidered to ompute mass ux, stress and density of the mixture. In this
way a pure numerial onstitutive law is built from the mirostruture of the media.
This method has been implemented into a nite element ode (Lagamine, Université
de Liège) to obtain results at the marosale. A validation of this implementation is
performed for a pure mehanial boundary value problem and for a hydromehanial
one.
Keywords
Constitutive equations, Hydro-mehanial oupling, Elasto-plastiity, Numerial
homogenisation, Strains loalisation, Loal seond gradient models, Non-uniqueness,
Large strains, Finite elements.
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Première partie
Introdution Générale

Chapitre 1
Introdution
1.1 La loalisation de la déformation
"La loalisation de la déformation est un phénomène à la fois banal et fasinant.
Banal pare qu'il apparaît dans un large éventail de situations et de matériaux [...℄,
fasinant, il l'est en ei que la loalisation fait apparaître brutalement, dans un hamp
de déformation homogène ou à hétérogénéité doue, une struture très typée, onnue
sous le nom de bande de isaillement, et que ette apparition prend dans un ertain
nombre de as une dimension atastrophique par inapaité soudaine de la struture
onsidérée à soutenir le hargement appliqué lors des étapes antérieures...".
Ci-dessus Desrues [52℄ utilise l'expression loalisation des déformations pour dénir
le proessus qui amène les déformations à se onentrer dans une zone à très faible
épaisseur où leur intensité est très importante. Ce proessus de loalisation onduit à
la rupture du matériau. Au voisinage de la rupture, le omportement est déterminé par
l'évolution de la zone qui présente une loalisation des déformations. Il est don impor-
tant de omprendre les méanismes qui amènent à l'apparition de es zones, surtout si
nous onsidérons que ette onentration des déformations provoque la rupture dans
des ouvrages réels.
Dans les essais de laboratoire, on observe dans la plupart des as que le délenhe-
ment de la loalisation marque de façon soudaine le passage d'un état homogène de la
déformation à un état fortement hétérogène. Les zones à déformation loalisée appa-
raissent sous la forme de strutures assez régulières qui prennent le nom de bandes de
loalisation. Selon la inématique qui les aratérise, il est possible de parler de ban-
des de isaillement si les déformations de isaillement sont dominantes, ou de bandes
de ompation/dilatation si elles sont aratérisées par une zone de forte ompres-
sion/dilatation. On trouve généralement à la fois des déformations de isaillement et
des déformations volumique, on peut don parler de bandes de isaillement ompa-
tantes ou bandes de isaillement dilatantes (gure 1.1).
En gure, 1.2 nous montrons l'apparition d'une bande de isaillement dans deux as
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Figure 1.1  Classiation inématique de la loalisation des déformations pour les grès,
Fossen [67℄.
diérents, la première apparaît lors d'un essai triaxial à la "petite éhelle" (l'éhelle du
laboratoire, gure 1.2.a) et l'autre est observée après la survenue d'un tremblement de
terre à la "grande éhelle" (l'éhelle d'une faille gure 1.2.b).
D'un point de vue expérimental, l'apparition des bandes de loalisation a été initiale-
ment interprétée omme un phénomène ausé par une mauvaise qualité de l'appareil
expérimental à ause duquel l'éhantillon perdait l'état homogène de la déformation.
La reprodutibilité du phénomène dans diérents matériaux a onduit plusieurs ex-
périmentateurs à étudier les bandes de loalisation en prouvant qu'elles dépendent du
matériau envisagé, de la géométrie initiale de l'éhantillon et aussi des onditions aux
limites imposées. Il est possible de aratériser es bandes à l'aide de grandeurs omme
le moment de délenhement, l'orientation, le nombre des bandes et l'épaisseur.
Entre les grandeurs i-dessus itées, l'épaisseur est elle qui semble jouer un rle
ruial. En eet, un état de déformation homogène peut être vu omme un état du
matériau où les déformations loalisées ont une épaisseur innie, e qui montre l'im-
portane de ette grandeur aratéristique pour dérire la réponse méanique dès que
la déformation esse d'être homogène (Kotronis et al. [85℄). Les études menées sur l'é-
paisseur de la bande montrent qu'elle dépende des aratéristiques mirostruturales
du matériau. Pour un matériau granulaire, par exemple, l'épaisseur de la bande semble
omprise entre 15 et 30 fois le diamètre moyen des grains. (Rosoe [124℄, Vardoulakis
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a) b)
Figure 1.2  Phénomènes de loalisation des déformations dans les géomatériaux : a) Trem-
blement de terre en Turquie [148℄, b) Essai de ompression triaxiale dans un
éhantillon de sable, [44℄.
[145℄, Desrues [52℄). L'épaisseur représenterait don une propriété du matériau qui
aratérise le omportement en régime de loalisation.
Dans les essais méaniques, utilisant les tehniques lassiques ave apteurs posi-
tionnés aux extrémités supérieur et inférieur des éprouvettes, les mesures ne fournissent
qu'une information sur la réponse méanique globale de l'éhantillon. An de pouvoir
estimer de façon loale les déformations d'un matériau, des tehniques de mesure de
hamp ont été développées.
Dans les années soixante, Rosoe [123℄, [124℄ applique la radiographie à rayons X
an de suivre la position d'un point matériel durant un essai en déformations planes à
partir d'une grille de marqueurs (gure 1.3). En omparant la radiographie de l'essai
pour deux temps onséutifs, il est possible d'eetuer une mesure du hamp de dé-
plaement et don d'en déduire le hamps des déformations. Grâe à une distribution
de densité variable dans le matériau et don une diérene d' absorption de rayons X,
il est possible de voir les diérentes bandes de loalisation dans le sol. Les prinipales
limites de la radiographie à rayons X sont liées au manque de données sur les hange-
ments de densité et à la limitation aux images 2D. La tehnique de tomographie à
rayons X permet de dépasser ette limite : elle onsiste à soumettre l'éhantillon à des
rayons X pour diérentes positions an de reonstruire l'image 3D ave des algorithmes
mathématiques. De ette façon, il est possible de aratériser en 3D la struture in-
terne d'un éhantillon (i.e. porosité, ssuration) ainsi qu'en suivre l'évolution au ours
de l'essai.
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La tehnique de la stéréophotogrammétrie développée par exemple par Desrues [52℄,
[54℄ dans les années quatre-vingt, onsiste à omparer deux images de l'éhantillon qui
se déforme prises par le même point de vue pendant le parours de hargement. La
déformation est perçue par un relief tif en utilisant l'eet stéréosopique entre deux
images suessives. Grâe aux développements de tehniques alternatives omme la
Correlation d'Images Digitales, (DIC), il est possible d'avoir une meilleure préision
sur la mesure des hamps. En eet, ette méthode utilise des images digitales au lieu
des photographies, en tous les avantages du traitement numérique des images (analyse
d'images numérique). Une revue très omplète des tehniques pour les mesures de
hamp est présentée par Viggiani et Hall en 2012 [149℄.
Figure 1.3  Essais à rayon X réalisés par Rosoe [124℄.
Du point de vue théorique, la loalisation des déformations peut être vue omme
un phénomène de bifuration, 'est-à-dire un hangement de hemin, d'un parours de
omportement fondamental à un parours alternatif. Il est don possible de parler de
point de bifuration omme du point de perte d'uniité de la solution du problème aux
limites. Plusieurs auteurs ont traité le problème de non-uniité de façon générale (Hill,
[79℄, Hadamard [75℄ et Mandel [95℄). Rie en 1976 [121℄ propose une théorie qui permet
d'établir, pour un milieu ontinu inni, une éventuelle apparition des déformations
loalisées sous la forme de bandes de isaillement et, en même temps, ses possibles
orientations.
Comme il a été remarqué par Desrues [52℄ "la loi de omportement intervient de
façon ruiale dans la ondition de perte d'uniité. L'étude de loalisation est, de e fait,
vue de plus en plus omme élément de test pour les lois, et même pourrait devenir un
élément de alage de elles-i, 'est à dire intervenir au niveau même de leur oneption
et de leur ajustement".
Les lois de omportement jouent un rle fondamental pour dérire la non-uniité d'un
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problème aux limites. Les résultats théoriques ne peuvent pas s'appliquer toujours à
n'importe quelle loi de omportement mais il est systématiquement possible d'analyser
les problèmes de non-uniité de façon numérique.
Les essais expérimentaux ne peuvent pas être utilisés pour aler les lois de omporte-
ment lassiques de la méanique des milieux ontinus en régime de loalisation en raison
de la perte d'homogénéité de la déformation. Autrement dit, la réponse méanique de
l'éhantillon ne peut plus être onsidérée omme représentative du omportement du
point matériel du milieu ontinu équivalent envisagé pour la modélisation. Générale-
ment les lois de omportement lassiques ne permettent pas d'introduire une informa-
tion, rappelons-le, sur la largeur de la bande qui représente une propriété du matériau
en régime de loalisation. En utilisant les modèles lassiques le problème devient très
singulier, et une innité des solutions est possible. D'un point de vue numérique, les so-
lutions trouvées montrent une forte dépendane du maillage ar la largeur de la bande
est proportionnelle à la taille de l'élément, e qui n'est pas admissible. Il est don
néessaire que la disrétisation du domaine à travers le maillage n'ait pas d'inuene
majeure sur la solution.
Plusieurs modèles ont été proposés pour dérire de façon objetive la loalisation
des déformations. Toutes es diérentes approhes ont en ommun l'introdution d'une
longueur interne, qui permet de donner à la loi de omportement une donnée onsti-
tutive sur l'épaisseur de la bande de loalisation pendant son évolution. Ce faisant, la
solution numérique d'un problème aux limites est objetive par rapport au maillage.
Dans e as, le problème aux limites est dit régularisé. L'approhe utilisée dans ette
thèse onsidère un enrihissement de la inématique du milieu ontinu lassique en
suivant la théorie des milieux ave mirostruture de Germain. Dans e adre nous
allons onsidérer un as partiulier, elui des milieux ave une inématique de type
seond gradient.
1.2 Struture de la thèse
Dans ette thèse nous présentons deux approhes diérentes pour dérire le om-
portement ouplé des géomatériaux. Notamment, dans la première, nous avons envisagé
une approhe phénoménologique fondé sur des hypothèses faites à une éhelle maro-
sopique alors que, dans la deuxième, nous avons utilisé un proessus d'homogénéisation
numérique (la méthode des éléments nis aux arré) où le omportement ouplé est
deduit diretement à partir des hypothèses faites sur une éhelle d'observation miro-
sopique.
Ce mémoire se divise en inq parties. Dans la partie II nous présentons la formu-
lation des modèles loaux de seond gradient pour des milieux saturés ainsi que la
linéarisation des équations d'équilibre an de résoudre un problème aux onditions
aux limites ave la méthode des éléments nis. Pour la desription du omportement
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hydroméanique, nous envisageons deux approhes diérentes pour dénir un milieu
poreux ; es deux approhes sont détaillées dans les parties III et IV.
La partie III est onsarée à la présentation des lois élastoplastiques en petites dé-
formations Plasol et Plasol anisotrope, elle i étant aratérisée par l'introdution de
l'anisotropie transversale au niveau élastique. Ces deux lois de omportement ont été
utilisées pour modéliser des essais de l'Éole Polytehnique Fédérale de Lausanne sur
un ylindre reux réalisés dans la adre du projet européen Timodaz pour l'étude du
stokage de déhets radioatifs. Le problème de non-uniité est traité pour les aluls
faits ave les deux lois de omportement. Nous montrons que l'utilisation de diérentes
disrétisations temporelles représente une ondition susante pour hanger l'initialisa-
tion de l'algorithme de Newton-Raphson ; e qui rend possible l'obtention de plusieurs
solutions.
Dans la partie IV nous onsidérons une méthode d'homogénéisation numérique
(méthode des éléments nis aux arré, FEM
2
) pour dérire le omportement hydromé-
anique d'un milieu périodique. De ette manière, deux éhelles d'observation peuvent
être onsidérées, elle au niveau mirosopique où on dénie la mirostruture du mi-
lieu, et elle au niveau marosopique aratérisée par un milieu ontinu équivalent.
Cette méthode permet de dénir numériquement la loi de omportement à partir des
hypothèses faites sur la géométrie de la mirostruture du milieu, et sur les lois de
omportement utilisées pour modéliser les omposantes qui onstituent le milieu au
niveau mirosopique.
Dans la partie V nous présentons les prinipales onlusions et les perspetives de
reherhe ouvertes par le présent travail de thèse. Dans la suite de ette mémoire la on-
vention de sommation d'Einstein a été utilisée pour indiquer les opérations vetorielles
et matriielles envisagées.
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Deuxième partie
Comportement ouplé des
géomatériaux :
deux approhes de modélisation
numérique

Chapitre 2
Modélisation de la loalisation à l'aide
des modèles ouplés de seond
gradient
2.1 L'introdution d'une longueur interne
Les milieux ontinus de la méanique lassique ne sont pas apables de prédire de
façon objetive le omportement d'un matériau dès lors qu'il présente des déformations
fortement hétérogènes omme dans les as de loalisation des déformations. Ces mo-
dèles ne prennent pas en ompte les méanismes mirostruturales (arrangement des
grains dans les matériaux granulaires ou le développement de miro ssures dans les
matériaux ohésifs) qui onduisent à l'apparition soudaine des bandes de loalisation
et qui déterminent la largeur de es zones à déformations loalisées. Cette grandeur a-
ratérise le omportement de la struture du matériau à l'éhelle marosopique et elle
représente don une propriété du matériau en régime de post-loalisation. La largeur
de es zones à déformations loalisées est ontrollée par des propriétés intrinseques à
l'éhelle mesosopique.
Les modèles lassiques n'apportent auune information sur la largeur d'une bande
de loalisation don, d'un point de vue théorique, une innité de solutions est possible.
D'un point de vue numérique l'utilisation de es modèles pour résoudre un problème
aux limites en régime de post-loalisation permet de trouver des solutions qui dépen-
dent du maillage 'est-à-dire que la largeur de la bande est proportionnelle à la taille
de l'élément. De ette façon si nous onsidérons un maillage très n dans lequel la
taille de l'élément tend vers zéro, l'énérgie dissipée tend aussi à zero puisqu'elle est
toute onentrée à l'interieur de la zone à déformations loalisées. Cela implique que
l'énergie de déformation du matériaux est onservée e qui est physiquement impossible.
Un exemple simple qui montre l'importane de la longueur interne sur la réponse
méanique du milieu a été montré par Kotronis et al. [84℄ en résolvant le problème
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d'une ouhe d'épaisseur L soumise à isaillement pure. Il remarque que si en présene
de loalisation l'épaisseur l de la zone loalisée est supérieur à l'épaisseur de la ouhe
L, la solution du problème au isaillement sera homogène alors que si l'épaisseur de
la zone loalisée l tend vers zéro, la réponse du matériau sera prohe de sa réponse
élastique.
Il est ainsi néessaire d'introduire dans les modèles une longueur interne qui puisse
traduire les méanismes hétérogènes à l'éhelle mirosopique et qui puisse aratériser
l'épaisseur de la bande au niveau marosopique en phase de post-loalisation. Plusieurs
approhes ont été formulées en littérature, tous ont pour objetif l'introdution d'une
longueur interne. Dans le adre d'une approhe à l'aide d'un milieu ontinu nous itons
les modèles suivants :
 Les modèles visoplastiques onsistent à introduire une visosité dans la loi de
omportement. Il est possible de montrer mathématiquement que l'ajout de e
terme implique l'introdution d'une longueur interne. Elle semble donner un ef-
fet régularisateur aux problèmes dynamiques. Pour les problèmes quasi-statiques
le terme visqueux ne permet pas de onsidérer l'inuene des points matériels
voisins, don l'épaisseur de la bande n'est pas bien ontrler. Cette approhe a
été utilisé par Duvant et Lions [58℄, Needleman [109℄, Loret et Prevost [93℄ et
Sluys [130℄.
 Les modèles non-loaux ne onsidèrent pas une relation loale entre la défor-
mation et la ontrainte omme dans les lois de omportement lassiques mais il
dénissent ette relation par une opération de moyenne spatiale autour du point
matériel. De ette façon l'introdution d'une longueur interne peut régulariser la
solution d'un problème aux limites.
 Les modèles loaux ave mirostruture, fondés sur la théorie de Germain [72℄,
onsidèrent un milieu ontinu à l'éhelle mirosopique pour lequel la inématique
est enrihies par des termes d'ordre supérieur. Il est don néessaire d'introduire
des variables en ontraintes onjuguées à ette inématique qui introduisent de
façon impliite une longueur interne.
Dans le adre des modèles non-loaux nous présentons dans la setion 2.1.1 deux ap-
prohes diérentes, elle où l'opération de moyenne est exprimée sous forme intégrale
et elle où ette opération est introduite à l'aide de terme de gradient supérieur sur la
déformation.
Dans la setion 2.2 nous présentons la théorie des milieux de type seond gradient
omme un as partiulier de la théorie de Germain. Elle sera utilisée dans la partie
III pour obtenir des solutions régularisées en phase de post-loalisation. Dans ette
thèse nous avons utilisé deux approhes diérentes pour aratériser la ontrainte de
Cauhy d'un milieu poreux, elles seront présentées dans la setion 2.3. Les détails de la
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formulation numérique aux éléments nis pour un milieu ontinu seond gradient sont
exposés en setion 2.4. La dernière setion est onsarée à une brève présentation du
problème de non-uniité qui sera traité dans la partie IV de e mémoire.
2.1.1 Les modèles non-loaux
Les modèles non-loaux ont été formulés par Eringen et al. en 1972 [61℄ pour des
milieux élastiques et ensuite dans le adre de l'élastoplastiité en 1982 [62℄. Dans ette
approhe le omportement du point matériel dépend aussi de la ontribution de son
voisinage. Le prinipe d'ation loal selon lequel, en onsidérant deux points donnés A
et B, une inuene extérieure sur A ne provoque pas d'eets immédiats sur B n'est
don plus respeté.
Les modèles intégrales non-loaux
Bazant et al. en 1982 [16℄ propose un modèle non loal pour une partie des défor-
mations alors que les autres sont dénies de façon loale (équation 2.1.a).
εˆij =
1
Vr(xi)
∫
V
g(si) εij(xi + si) dV

g(si) = e
−
1
2 [
sisi
lin
]
2
Vr(xi) =
∫
V
g(si) dV
(2.1)
Vr(xi) représente le volume représentatif sous forme d'une sphère entrée sur le point
matériel xi (équation 2.1.b
2
).
g(si) est une fontion de pondération généralement prise égale à la fontion d'erreur
de Gauss (équation 2.1.b
1
). Cette fontion dépend du paramètre lin qui représente
la longueur interne du modèle non-loal.
Pijaudier-Cabot et Bazant [116℄ ont proposé un modèle d'endommagement dans le
adre d'une théorie non loale. Dans ette théorie de l'endommagement la ontrainte
est érite ave une loi de omportement élastique qui est multipliée par un paramètre
salaire dérivant la détérioration du matériau de façon isotrope (équation 2.2.a). La
variable ςeq est déterminée par une loi d'évolution dans laquelle elle représente une
mesure de la déformation équivalente proposée par Mazars et Pijaudier-Cabot [98℄
selon l'équation 2.2.b
2
.
σij = (1−̟)Deijklεkl

̟ = f (ςeq)
ςeq =
[∑
3
i=1
(< ǫii >)
2
] 1
2
si ǫii > 0
(2.2)
Pour obtenir le modèle non-loal les variables̟ et ςeq sont remplaées ave leurs valeurs
moyennes formulés de la même manière que l'équation 2.1.a.
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Dans le adre de l'élastoplastiité l'utilisation de la formulation non-loale montre
une diulté ultérieure puisque l'appliation de l'équation de onsistane amène à une
équation diérentielle au lieu d'une équation algébrique. Si le volume représentatif V
dépasse la frontière du milieu il est néessaire d'ajouter des onditions aux limites
supplémentaires.
Les modèles non loaux élastoplastique seond gradient
Les modèles à dérivées supérieures ont été introduits par Aifantis [1℄. Dans la
théorie de l'élastoplastiité les dérivées de seond gradient vont apparaître dans les
omposantes de la déformation plastique et dans la regle d'éoulement. Muhlhaus et
Aifantis [106℄ ont montré que es modèles de gradient peuvent être onsidérés omme
un as partiulier des modèles non-loaux. En onsidérant une fontion g(s) unitaire
et en appliquant un développement de Taylor au deuxième ordre à l'équation 2.1 nous
obtenons ainsi l'équation 2.3. Nous parlerons don de modèles non loaux élastoplas-
tiques de seond gradient.
εˆ(x) =
1
a
∫
+a/2
−a/2
ε˙p(x+ s)ds =
1
a
∫
+a/2
−a/2
[
ε˙p(x) + s
dε˙p(x)
ds
+
s2
2
d2ε˙p(x)
ds2
+ . . .
]
ds
∼= ε˙p(x) + a
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d2ε˙p(x)
ds2
= ε˙p(x) + l
d2ε˙p(x)
ds2
(2.3)
Deux approhes diérentes peuvent être mentionnées, la première (Mulhaus et
Aifantis [106℄) est elle dans laquelle on onsidère le Laplaien de la déformation équiv-
alente εeq
ij
dans le ritère de harge (équation 2.4).
f
(
σij, ε
eq
ij
,∇2εeq
ij
)
= 0 (2.4)
Une autre approhe est elle suivie par Vardoulakis et Aifantis et [146℄ et Zervos
[157℄ et dans laquelle le seond gradient est introduit au niveau de la règle d'éoulement
et de la surfae de harge (équation 2.5). Dans e modèle les longueurs internes sont
introduites de façon expliite.
f(τij, ψ) = 0

τ˙ij = σ˙ij − α˙ij
σ˙ij = C
e
ijkl
(ε˙e
kl
− l2
e
∇2ε˙e
kl
)
α˙ij = −Ceijkl
(
l2p∇2ε˙pkl
) (2.5)
Dans es deux modèles l'ériture de l'équation de onsistane amène à une équation
diérentielle sur le multipliateur plastique λ˙ qui introduit une nouvelle onstante et
omplique la solution du problème aux éléments nis. Deux solutions diérentes ont
été proposées par Pamin [115℄ et Zervos [157℄.
Dans la première on onsidère que le multipliateur plastique est un dégrée de liberté
supplémentair. De ette façon on disrétise la ondition de onsistane et on ajoute des
onditions aux limites ultérieures. La deuxième propose pour le alul de λ˙ une solu-
tion approximative qui permet d'atteindre une expression analytique du multipliateur
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plastique.
Les modèles non loaux à gradient de déformations permettent d'introduire une
longueur interne apable d'obtenir des solutions numériques objetives par rapport au
maillage. Néanmoins es modèles ne sont pas formulés à partir d'une théorie générale de
façon indépendante à la dénition de la lois de omportement. De plus il est néessaire
de résoudre une équation diérentielle pour le alul du multipliateur de Lagrange e
qui d'un pont de vue numérique rajoute une omplexité importante.
La théorie des milieux ave mirostruture permet de dépasser es diultés. Elle
est dénie par un enrihissement de la inématique qui implique des omposantes de
plus dans l'équation du prinipe de travail virtuel. De ette façon n'importe quelle loi
de omportement peut être utilisée pour modéliser la ontrainte de Cauhy du milieu.
L'introdution de la loi de omportement du milieu enrihis permet de régulariser le
problème grâe à l'introdution impliite d'une longueur interne.
Au niveau numérique l'enrihissement du milieu n'implique pas une omplexité dans
la solution obtenue d'un problème aux limites. Il peut ontinuer à être résolu de façon
lassique ave un algorithme de Newton-Raphson.
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2.2 Les milieux ontinus ave mirostruture
Nous parlons de milieux ontinus ave mirostruture ou de milieux d'ordre supé-
rieur pour eux qui introduisent le onept de mirostruture du milieu. De ette façon
la inématique de es milieux sera enrihie par ses déformations mirosopiques iden-
tiées par des dérivées d'ordre supérieures. Cette approhe introduit une dépendane
en espae à l'aide d'une longueur interne qui permet de modéliser ertains problèmes
qui montrent un eet d'éhelle, omme, par exemple, les phénomènes de loalisation
des déformations.
Les prinipes généraux des milieux ave mirostruture ont été introduits par Toupin
[137℄ et Mindlin [104℄. Germain en 1973 [72℄, [71℄ en va donner une formulation plus
générale dénie à partir de la méthode des puissanes virtuelles. Une telle approhe
permet de généraliser les as des milieux ave mirostruture proposés par les frères
Cosserat et eux à seond gradient. Plus réemment Forest et Sievert ont lassié les
milieux miromorphiques en fontion des degrés de liberté onernant la inématique
[66℄ envisagée.
2.2.1 La théorie de Germain : as général
Plutt que aluler la loi de omportement à partir d'un potentiel (Mindlin et
Eshel [105℄), e qui implique de onsidérer un système dont l'énergie reste onstante,
Germain utilise le prinipe du travail virtuel pour lequel la inématique du milieu à
l'éhelle mirosopique est également envisagée.
La inématique du milieu sera dénie en partant du hamp de déplaement ui :
∂ui
∂xj
= εij +Rij (2.6)
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
︸ ︷︷ ︸
Déformations maro
Rij =
1
2
(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi
)
︸ ︷︷ ︸
Rotations maro
(2.7)
En dénissant vij en tant que un hamp de déformations mirostruturales nous dérivons
la inématique à l'éhelle mirosopique.
vij = dij + rij (2.8)
dij =
1
2
(vij + vji)︸ ︷︷ ︸
Déformations miro
rij =
1
2
(vij − vji)︸ ︷︷ ︸
Rotations miro
(2.9)
En onsidérant les variables duales en ontrainte de la inématique mirosopique
et marosopique nous pouvons érire une expression générale du travail des eorts
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virtuels intérieurs selon l'équation 2.10 en utilisant une étoile
⋆
pour les quantités
virtuelles :
w⋆
int
= hiu
⋆
i
+ σij
∂u⋆
i
∂xj︸ ︷︷ ︸
travail virtuel maro
+ τijv
⋆
ij
+ Σijk
∂v⋆
ij
∂xk︸ ︷︷ ︸
travail virtuel miro
(2.10)
Les quantités virtuelles u⋆
i
, v⋆
ij
sont hoisies de façon arbitraire, elles doivent respeter
les onditions aux limites et presenter une dérivée ontinue. Dans l'approhe de Ger-
main, la inématique de la mirostruture est indépendante de elle qui onerne la
marostruture. Au niveau marosopique on onsidère un hamp de déplaement et
son gradient. De la même manière, on onsidère au niveau mirosopique un hamp dij
et son gradient.
Le prinipe des travaux virtuels ne doit pas dépendre du référentiel par rapport auquel
il est déni. En utilisant e prinipe (prinipe d'objetivité par rapport aux référen-
tiels) nous pouvons montrer que les eorts virtuels intérieurs peuvent être rérits ave
l'équation 2.11.
w⋆int = σijε
⋆
ij + τij
(
v⋆ij −
∂u⋆
i
∂xj
)
+ Σijk
∂v⋆ij
∂xk
(2.11)
Le travail virtuel intérieur pour un milieumiromorphique se présente ainsi selon l'équa-
tion 2.12.
W ⋆
int
=
∫
Ω
w⋆
int
dΩ =
∫
Ω
[
σijε
⋆
ij
+ τij
(
v⋆
ij
− ∂u
⋆
i
∂xj
)
+ Σijk
∂v⋆
ij
∂xk
]
dΩ (2.12)
Le travail virtuel externe se présente selon l'équation suivante :
W ⋆
ext
=
∫
Ω
(
fiu
⋆
i
+ Gijv
⋆
ij
)
dΩ +
∫
∂Ω
(
tiu
⋆
i
+ Tijv
⋆
ij
)
ds (2.13)
De ette façon l'équilibre peut être déni ave l'équation 2.14.
W ⋆ext = W
⋆
int ∀ u⋆i , v⋆ij ∈ C1 (2.14)
Formulation forte de l'équilibre
Comme les formulations forte et faible de l'équilibre sont équivalentes, nous pouvons
passer de l'une à l'autre à travers une intégration par parties et en utilisant le théorème
de la divergene. Les équations d'équilibre pour un milieu ave mirostruture peuvent
se rérire omme suit :
∂ (σij − τij)
∂xj
+Gi = 0 ∀x ∈ Ω (σij − τij)nj = ti ∀x ∈ ∂Ω (2.15)
∂Σijk
∂xk
− τij = 0 ∀x ∈ Ω Σijknk = Tij ∀x ∈ ∂Ω (2.16)
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2.2.2 Les milieux ontinus de Cosserat
Les frères Cosserat ont développé en 1909 [46℄ une théorie élastique de milieu ontinu
enrihissant la inématique ave des mirorotations pour haque point matériel. Envisa-
geant un problème en déformation plan dans un repère (O,x,y) les degrés de liberté
peuvent être dénis omme suit :
[ui]
T = [ux, uy, ωz]

εxx =
∂ux
∂x
εxy =
∂uy
∂x
− ωz
εyx =
∂ux
∂y
− ωz εyy = ∂uy
∂y
(2.17)
Les omposantes inématique de l'équation 2.17.b peuvent être vues omme des
déformations relatives entre l'éhelle marosopique et l'éhelle mirosopique. En on-
sidérant les dérivées des mirorotations ωz, on introduit de nouvelles quantités appelées
miroourbure du milieu 2.18.
kxz =
∂ωz
∂x
kyz =
∂ωz
∂y
(2.18)
Les variables inématiques et statiques qui aratérisent le milieu ontinu de Cosserat
sont montrées dans les équations 2.19.a et 2.19.b. An d'obtenir une expression de
l'énergie ohérente d'un point de vue dimensionnel, une longueur l est introduite dans
ette équation.
Les omposantes inématiques et statiques onernant les mirorotations sont reliées
par un module de exion. Le rapport entre e module et le module de Young a la dimen-
sion d'une longueur dont l'introdution permet de régulariser le problème numérique
par rapport aux maillage.
[ ε ] = [ εxx εyy εxy εyx kxzl kyzl ] [ σ ] =
[
σxx σyy σxy σyx
mxz
l
myz
l
]
(2.19)
Brown et Evans [26℄ ont appliqué le onept du milieu de Cosserat aux matériaux
granulaires. Muhlhaus et Vardoulakis [107℄ ont utilisé ette théorie dans le adre de
l'élasto-plastiité en montrant que l'eet dû à l'introdution du milieu de Cosserat est
observable au-delà de l'état de bifuration. De façon qualitative ils prouvent aussi que
la bande de isaillement a une épaisseur proportionnelle à la dimension moyenne des
grains omme supposé par Rosoe. Sulem et Vardoulakis [131℄ ont proposé une analyse
de bifuration pour des essais de ompression triaxiale sur des éhantillons de rohe.
De Borst [50℄ et Sluys [130℄ utilisent le milieu de Cosserat dans le adre d'un milieu
élasto-plastique ave une surfae de harge de Von-Mises. Ils montrent que l'eet de
régularisation dû à l'introdution d'une longueur interne n'est eae que pour des as
où la rupture arrive pour des fortes déformations de isaillement (mode II). Pour une
rupture en mode I, les rotations du milieu de Cosserat sont trop faibles pour permettre
une régularisation eae. Une telle approhe ne peut don pas modéliser des défor-
mations loalisées en bandes de ompation, souvent présentes dans les géomatériaux.
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En érivant dans l'équation 2.12 que les déformations mirosopiques sont nulles
dij = 0, il est possible de retrouver la théorie des milieux de Cosserat.
dij = 0

vij = rij =⇒ vij = −vji
∂vij
∂xk
= −∂vji
∂xk
(2.20)
L'équation 2.11 peut don se rérire omme suit :
w⋆int = σijε
⋆
ij + τij
(
r⋆ij −
∂u⋆
i
∂xj
)
+ Σijk
∂r⋆
ij
∂xk
= (2.21)
= αijε
⋆
ij + τij
(
r⋆ij − R⋆ij
)
+ Σijk
∂r⋆ij
∂xk
(2.22)
αij est égal à σij − τij.
En imposant des états de déformation plan ave la mahine 1γ2ε (Laboratoire 3S-
R) sur un matériau de Shneebeli, Calvetti et al. [33℄ montre que dans la plupart
des as la moyenne des rotations des grains est bien omparable à la rotation du
matériau au niveau marosopique. Il semble raisonnable de onsidérer la rotation
moyenne des grains omme des mirorotations rij étant le matériau modélisé omme
un milieu ontinu [38℄. Nous parlons ainsi de modèle de Cosserat de seond gradient.
vij = rij = Rij (2.23)
w⋆int = αijε
⋆
ij + Σijk
∂2r⋆ij
∂x2
k
(2.24)
2.2.3 Les milieux ontinus de seond gradient
Une hypothèse diérente qui peut se faire sur la inématique d'un milieu ave
mirostruture, est de supposer que le gradient de déformation maro ∂ui/∂xj est le
même que la déformation miro vij.
vij =
∂ui
∂xj
(2.25)
Ave ette hypothèse le prinipe de travail virtuel pour un milieu ave mirostruture
ave seond gradient se présente selon l'équation 2.26∫
Ω
(
σijε
⋆
ij
+ Σijk
∂2u⋆i
∂xj∂xk
)
dΩ =
∫
Ω
fiu
⋆
i
dΩ+
∫
∂Ω
(
tiu
⋆
i
+ Tij
∂u⋆i
∂xj
)
ds (2.26)
ti et Tij ne peuvent pas être hoisis de façon indépendante puisque u
⋆
i
et ∂u⋆
i
/∂xj
ne sont pas indépendantes à ause des dérivées tangentielles le long de la frontière qui
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dépendent de u⋆
i
.
En dénissant q omme quantité salaire il est possible de aluler les dérivées nor-
males (Dq = ∂q/∂xknk) et les dérivées tangentielles (Djq = ∂q/∂xj − ∂q/∂xknknj) an
d'érire le travail virtuel intérieur et extérieur de manière que pi et Pj puissent être
indépendantes.∫
Ω
(
σijε
⋆
ij
+ Σijk
∂2u⋆
i
∂xj∂xk
)
dΩ =
∫
Ω
piu
⋆
i
dΩ+
∫
∂Ω
(piu
⋆
i
+ PiDu
⋆
i
) ds (2.27)
Comme pour le modèle lassique il est possible d'intégrer deux fois l'équation 2.27 pour
arriver à la formulation forte de l'équilibre 2.28 ave ses onditions aux limites 2.29.
∂σij
∂xj
− ∂
2Σijk
∂xj∂xk
+ fi = 0 (2.28)
σijni − nknjDΣijk − DΣijk
Dxk
nj − DΣijk
Dxj
nk − Dnl
Dnl
Σijknjnk − Dnj
Dnk
Σijk = pi (2.29)
Σijknjnk = Pi (2.30)
Modélisation des déformations loalisées à l'aide des milieux ontinus se-
ond gradient
Plusieurs auteurs ont utilisé les milieux ontinus seond gradient pour modéliser
l'apparition des déformations loalisées dans les géomatériaux. Cette approhe permet
d'obtenir des solutions numériques indépendantes du maillage grâe à l'introdution
d'une longueur interne représentée par le paramètre onstitutif de la loi de omporte-
ment seond gradient.
Dans e adre il est possible d'en iter plusieurs. El Hassan, Caillerie et Chambon
[59℄, [37℄ proposent une étude numérique et théorique sur une barre en tration. En
envisageant une loi de omportement bilinéaire adouissante pour la partie premier
gradient et une loi élastique linéaire pour la partie seond gradient, les auteurs trou-
vent analytiquement plusieurs solutions et les omparent ave des solutions numériques
trouvées ave la méthode des éléments nis. El Hassan [59℄ montre aussi l'inuene des
onditions au limites seond gradient sur la solution de la barre.
Caillerie et al. [31℄ proposent des solutions analytiques sur un ylindre reux pour un
milieu ontinu seond gradient. Kotronis et al. [85℄ appliquent le milieu seond gradient
pour dérire le omportement du béton en utilisant pour le modèle d'endommagement
elui de Mazars [97℄.
Matsushima dans [96℄ étend le travail de El Hassan pour un problème en déformations
planes, en montrant omment l'utilisation d'un milieu enrihi seond gradient peut
régulariser la solution numérique d'un problème aux limites.
Besuelle [27℄ traite le problème de non uniité dans la modélisation d'un essai biaxial en
prouvant que la régularisation du problème numérique ne peut pas restaurer l'uniité de
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la solution. Sieert et al. [127℄ étudient le problème de non uniité en méanique pure
sur un ylindre reux en envisageant diérents disrétisations temporelles du problème.
Fernandes et al. [63℄ proposent une version simpliée des milieux ave seond gradient
en envisageant que la partie volumique du gradient de déformation. Il réduit de ette
façon les nombres de degrés de liberté du problème en gardant l'introdution d'une
longueur interne qui régularise le problème numérique. À diérene de Matsushima
[96℄, Fernandes propose aussi une formulation aux éléments nis en utilisant des élé-
ments triangulaires.
La loi de omportement utilisée pour dérire le omportement de la partie seond
gradient est une loi élastique linéaire isotrope qui peut se déduire à partir d'un potentiel
omme montré par Mindlin [105℄ (équation 2.31).
W = a1
∂vij
∂xi
∂vkj
∂xk
+ a2
∂vij
∂xj
∂vki
∂xk
+ a3
∂vij
∂xj
∂vik
∂xk
+ a4
∂vij
∂xk
∂vij
∂xk
+ a5
∂vij
∂xk
∂vji
∂xk
(2.31)
Nous exprimons ette loi de omportement en onsidérant la dérivée de Jaumann pour
les doubles ontraintes an d'avoir une dérivée objetive en grandes déformations (équa-
tion 2.32). La même dérivée sera utilisée pour les ontraintes de Cauhy dans le adre
d'un omportement élasto-plastique (hapitre 4).
▽
Σijk = Σ˙ijk + ΣljkRli + ΣimkRmj + ΣijpRpk (2.32)
▽
Σ111
▽
Σ112
▽
Σ121
▽
Σ122
▽
Σ211
▽
Σ212
▽
Σ221
▽
Σ222

=

a12345 0 0 a23 0 a12 a12 0
0 a145 a145 0 a25 0 0 a12
0 a145 a145 0 a25 0 0 a12
a23 0 0 a34 0 a25 a25 0
0 a25 a25 0 a34 0 0 a23
a12 0 0 a25 0 a145 a145 0
a12 0 0 a25 0 a145 a145 0
0 a12 a12 0 a23 0 0 a12345


∂v˙11/∂x1
∂v˙11/∂x2
∂v˙12/∂x1
∂v˙12/∂x2
∂v˙21/∂x1
∂v˙21/∂x2
∂v˙22/∂x1
∂v˙22/∂x2

(2.33)
Les paramètres onstitutives de la relation matriielle 2.33 sont érits en fontion des
paramètres de l'équation du potentiel selon les relations des équations 2.34.
a12345 = 2
(
a1 + a2 + a3 + a4 + a5
)
a23 = a2 + 2a3
a12 = a1 + a2/2
a145 = a1/2 + a4 + a5/2
a23 = a2/2 + a5
a34 = 2
(
a3 + a4
)
(2.34)
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Les inq paramètres de la loi élastique linéaire seond gradient peuvent être réduits à
deux puisque nous sommes intéressés à introduire une longueur interne pour une dé-
formation de ompression/extension (mode-I) et pour une déformation de isaillement
(mode-II). L'utilisation d'un milieu de type seond gradient a pour objetif l'introdu-
tion d'une longueur interne don les deux longueurs internes envisagées pour les deux
modes de déformations peuvent être prises égaux. De ette façon l'équation 2.33 prend
la forme de l'équation 2.35 qui sera elle prise en ompte dans tous les aluls des
parties III et IV.
▽
Σ111
▽
Σ112
▽
Σ121
▽
Σ122
▽
Σ211
▽
Σ212
▽
Σ221
▽
Σ222

=

D 0 0 0 0 D/2 D/2 0
0 D/2 D/2 0 −D/2 0 0 D/2
0 D/2 D/2 0 −D/2 0 0 D/2
0 0 0 D 0 −D/2 −D/2 0
0 −D/2 −D/2 0 D 0 0 0
D/2 0 0 −D/2 0 D/2 D/2 0
D/2 0 0 −D/2 0 D/2 D/2 0
0 D/2 D/2 0 0 0 0 D


∂v˙11/∂x1
∂v˙11/∂x2
∂v˙12/∂x1
∂v˙12/∂x2
∂v˙21/∂x1
∂v˙21/∂x2
∂v˙22/∂x1
∂v˙22/∂x2

(2.35)
Une méthode d'identiation est mis en plae par Elmoustapha K. [60℄ an de déter-
miner les paramètres d'une loi de omportement élasto-plastique y ompris le paramètre
du modèle seond gradient D. La méthode d'identiation s'appuie sur des essais ex-
perimentaux menés dans un appareil triaxial vrai.
Il est possible de montrer que les milieux ontinus de type seond gradient permet-
tent d'introduire une longueur interne en faisant l'analyse dimensionnelle du travail
virtuel interne.
w⋆
int
=
[
N
L2
] 
σijε
⋆
ij
=
[
N
L2
]
[−] =
[
N
L2
]
Σijk
∂u⋆i
∂xj∂xk
=
[
N
L
] [
1
L
] (2.36)
Au niveau dimensionnelle don le paramètre onstitutif D de la loi seond gradient a
les dimensions d'une fore (équation 2.38).
σij = Cijklεkl
[
N
L2
]
=
[
N
L2
]
[−] (2.37)
Σijk = Dijklmn
∂u⋆i
∂xj∂xk
[
N
L
]
= [N ]
[
1
L
]
(2.38)
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En faisant le rapport entre les dimensions de la loi de omportement premièr gra-
dient et elle seond gradient on voit bien que globalement nous avons introduit dans
la formulation faible de l'équilibre une longueur interne (équation 2.39). Ce résul-
tat est obtenu de façon analytique par Chambon et al. [37℄ dans une étude mono-
dimensionnelle.
| D |
| C | = [L
2] lint =
√
| D |
| C | (2.39)
Les avantages qui nous amènent à onsidérer la théorie des milieux seond gradient
se synthétisent omme suit :
1. L'équilibre reste bien formulé puisque l'enrihissement du milieu implique simple-
ment une omposante de plus au niveau du travail virtuel interne et externe. Une
distintion laire entre la inématique et la loi de omportement pour le milieu
seond gradient peut ainsi ontinuer d'exister.
2. Il est toujours possible de hanger la loi de omportement lassique sans modier
la partie seond gradient puisqu'elle est indépendante de la loi de omportement
pour la inématique première gradient.
3. D'un point de vue numérique il est toujours possible de résoudre un problème
aux limites ave un milieu seond gradient en utilisant un algorithme de Newton-
Raphson lassique sans lui apporter auune modiation.
D'un point de vue numérique l'inonvénient le plus grand onerne le temps de alul
puisque la partie seond gradient implique un nombre onsidérable d'inonnues de plus.
Méthode des multipliateurs de Lagrange
Résoudre l'équation 2.26 ave la méthode des éléments nis entraîne l'utilisation
des éléments de type Hermitiens C1 (éléments onformes) omme l'a fait El Hassan
pour la solution d'un problème unidimensionnel [37℄. Pour résoudre un problème bidi-
mensionnel nous utilisons une méthode des multipliateurs de Lagrange. Il est ainsi
possible d'éviter l'utilisation des éléments C1 qui, pour un problème bidimensionnel,
impliquent des grandes restritions.
Cette méthode onsiste à envisager l'équation générale pour un milieu ontinu
ave mirostruture en ajoutant une ondition inématique pour les déformations mi-
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rostruturales (équations 2.40).
∫
Ω
[
σij
∂u⋆
i
∂xj
+ λij
(
∂u⋆
i
∂xj
− v⋆ij
)
+ Σijk
∂v⋆ij
∂xk
]
dΩ =
∫
Ω
giu
⋆
idΩ+
∫
∂Ω
(piu
⋆
i + PiDu
⋆
i ) ds
∫
Ω
λ⋆
ij
(
∂ui
∂xj
− vij
)
dΩ = 0
(2.40)
Équation de bilan du problème uide
Pour résoudre un problème ouplé il est néessaire d'ajouter aux équations 2.40
l'équation de onservation de la masse uide. Elle est érite sous forme diérentielle
dans l'équation 2.41.
M˙ +
∂mi
∂xi
= Q (2.41)
M˙ représente la variation de la masse uide enfermée dans une masse donnée de
squelette, mi est le débit massique du uide par unité de volume atuel, Q donne
les soures massiques du uide par unité de volume atuel.
Pour passer à la formulation faible nous multiplions l'équation 2.41 par un hamp
de pressions virtuelles p⋆
w
. En utilisant le théorème de la divergene nous obtenons
l'équation de onservation de la masse uide omme montrée dans l'équation 2.42 :∫
Ω
(
M˙p⋆
w
−mi∂p
⋆
w
∂xi
)
dΩ =
∫
Ω
Qp⋆
w
dΩ−
∫
∂Ω
q p⋆
w
ds (2.42)
q = mini représente un ux supposé onnu à la frontière. Collin et al. [45℄ ont utilisé
ette formulation pour montrer des aluls sur un biaxial en régime de loalisation.
Le milieu poreux envisagé par Collin est utilisé dans le hapitre 5 pour résoudre un
problème aux limites déni sur un ylindre reux.
Dans le hapitre suivant nous présentons les hypothèses qui dénissent le milieu
poreux onsidéré par Collin dans [45℄. Dans la setion 2.4 nous proposons la linéarisa-
tion des équations 2.40 et 2.42 qui nous permet de dénir un problème aux éléments
nis pour un milieu poreux ave seond gradient. La méthode utilisée pour linéariser
es équations est la même que elle utilisée par Matsushima [96℄ pour un problème en
méanique pure.
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2.3 Deux approhes pour le omportement ouplé
2.3.1 Éhelles d'observations
Si nous analysons un matériau ave un mirosope, nous observons les diérentes
strutures qui le aratérisent selon l'éhelle d'observation à laquelle nous déidons
de regarder elui-i. Selon le matériau qu'on veut étudier, diérentes éhelles d'obser-
vations peuvent être envisagées pour aratériser les strutures ayant une inuene
signiative sur le omportement du matériau.
Nous pouvons onstater simplement que l'éhelle d'observation à laquelle nous ob-
servons la mirostruture d'un sable n'est pas la même pour une argile où, selon le
phénomène onsidéré, plusieurs éhelles d'observations peuvent être aratéristiques
du matériau. Dans le adre des géomatériaux omme les sols et les rohes argileuses
trois éhelles d'observation peuvent toujours être onsidérées (gure 2.1).
 Éhelle d'observation mirosopique :
À ette éhelle nous observons les diérentes phases qui onstituent le matériau.
Pour une rohe argileuse la phase solide est omposée par des agrégats minéraux
de siliium et aluminium aratérisés par une struture feuilletée (Coll [42℄). Elle
est aratérisée par une forme allongée et aplatie ave une dimension très variable.
À ette éhelle la phase uide ne se présente pas libre mais fortement inuenée
par les fores életrostatiques des ouhes des minéraux qui forment la phase
solide.
 Éhelle d'observation mésosopique :
Cette éhelle d'observation est aratérisée par la matrie poreuse dans laquelle
haque point est omposé par la mirostruture dérite auparavant et par des
fratures remplies d'eau.
 Éhelle d'observation marosopique :
À l'éhelle marosopique le matériau peut être onsidéré homogène étant donné
que les disontinuités sont trop petites par rapport à la dimension aratéristique
de ette éhelle d'observation.
Le volume innitésimal dΩ que nous utilisons dans les équations 2.60 pour résoudre
un problème aux limites dans la réalité doit être de dimension nie. Nous parlerons
don du Volume Élémentaire Représentatif omme le volume de matière qui peut être
onsidéré omme susamment représentatif du omportement du matériau. Pour ela
il est néessaire qu'il omprenne un nombre susamment grand de disontinuités et
d'hétérogénéités. Nous indiquerons par H la dimension aratéristique du VER. De
ette façon il est possible de dénir une dimension aratéristique pour haque éhelle
d'observation, dmicro pour l'éhelle mirosopique, dmeso pour l'éhelle mésosopique et
dmacro pour l'éhelle marosopique.
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Échelle microscopique Échelle macroscopiqueÉchelle mesoscopique
Figure 2.1  Éhelles d'observation pour un milieu ontinu Ω
Il semble lair que le hoix de la taille du VER est liée aussi à l'éhelle d'observation
à partir de laquelle on veut onstruire la loi de omportement de notre modèle. Dans
la suite de ette thèse nous proposons deux approhes diérentes pour modéliser le
omportement ouplé des géomatériaux. Les deux approhes sont résumées i-dessous.
2.3.2 Approhe lassique ou phénoménologique
Dans e as nous hoisissons omme VER un éhantillon utilisé pour des essais en
laboratoire à ondition que sa dimension aratéristique H soit largement supérieure
à elle de l'éhelle mésosopique (équation 2.43) omme montré en gure 2.2.
dmacro ≫ H ≫ dmeso (2.43)
Nous étudions ainsi la réponse méanique de l'éhantillon en laboratoire (raideur et
résistane) an de déterminer les paramètres onstitutifs qui aratérisent le omporte-
ment global du matériau. Ces paramètres serons utilisés dans une loi de omportement
pour dérire la réponse méanique d'un milieu ontinu équivalent qui représentera le
matériau.
Il est don lair que les paramètres alulés ave des essais de laboratoire inluront
les eets des éhelles d'observation mésosopique et mirosopique et la réponse mé-
anique de l'éhantillon sera onsidérée omme représentative du matériau. Une loi de
omportement utilisant la théorie de l'élasto-plastiité est envisagée pour résoudre le
problème aux limites qui sera présenté dans le hapitre 5.
Caratérisation d'un milieu poreux
Comme présenté préédemment, dans une approhe de type phénoménologique nous
faisons l'hypothèse de modéliser un matériau omme un milieu poreux ontinu dont
nous onnaissons le omportement de haque point matériel.
Ce milieu sera aratérisé par un mélange de deux phases, la phase solide et la phase
uide dont pour haune nous onnaissons le taux (gure 2.3). Nous pouvons dénir
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H
Volume infinitésimal
Figure 2.2  Dimension aratéristique H du volume innitésimal dΩ de la rohe argileuse
Boom Clay (l'image de la mésostruture est obtenue ave la tehnique BIB
[133℄, [134℄)
la porosité φt omme le rapport entre le volume des parties uides et le volume total.
φt =
Ωt,w
Ωt,mix
φt,s = 1− φt = Ω
t,s
Ωt,mix
(2.44)
Nous onsidérons que la phase solide est inompressible et don aratérisée par une
densité onstante ρs,t = ρs. La phase uide est onsidérée ompressible ave une densité
ρw,t. De ette façon nous pouvons dénir la densité du mélange ρt,mix selon l'équation
2.45 :
ρt,mix = ρs (1− φt) + ρw,tφt (2.45)
Le omportement de la phase uide est aratérisé par l'équation 2.46 omme proposé
dans [92℄. Cela implique une augmentation de la densité en fontion de la pression
d'eau.
ρ˙w,t =
ρw,t
kw
p˙t
w
(2.46)
Le parametre kw represente la rigidité volumique de la phase uide. Le bilan de la masse
est érit à la fois pour la phase solide et pour la phase uide. Le bilan de la masse solide
est automatiquement satisfait puisque la onguration ourante utilisée est dénie à
partir du mouvement du squelette solide. Cependant, il peut s'érire omme suit :
∂
∂t
[
ρs (1− φt)Ωt
]
= 0 (2.47)
En développant l'équation 2.47 nous obtenons une expression de φ˙ qui sera utilisée
dans la dénition de la variation de la masse uide M (équation 2.48).
φ˙tΩt = (1− φt)Ω˙t (2.48)
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= +
Squelette solide Phase fluideMilieu poreux saturé
Figure 2.3  Milieu poreux saturé Ω.
Pour que la phase uide puisse être onsidérée en équilibre, elle doit satisfaire les
équations de onservation de la quantité de mouvement du uide. L'équation 2.49 est
érite sur la partie uide du volume unitaire atuel du mélange ; nous avons don
éliminé φt, présent partout.
∂ptw
∂xt
i
+ F S/F,t
i
+ ρw,tgi = 0 (2.49)
F S/F,ti représente les eorts de frottement appliqués par le squelette solide sur le uide.
Le débit massique peut être érit selon la formule suivante :
mi
i
= ρw,tφtV F/S,t
i
(2.50)
V F/S,ti représente la vitesse relative du uide par rapport au squelette dans la on-
guration déformée. On pourrait introduire la vitesse de Dary du mélange omme
Vi = φtV
F/S,t
i .
La masse uide présente dans la onguration déformée du milieu poreux peut s'érire
selon l'équation 2.51. L'expression de la variation temporelle de la quantité de masse
uide est reportée dans l'équation 2.52.
M t = ρw,tφtΩt (2.51)
M˙ t = ρ˙w,tφtΩt + ρw,t
[
φ˙tΩt + φtΩ˙t
]
(2.52)
En utilisant les équations 2.48 et 2.46, l'équation 2.52 peut se developper dans la façon
suivante :
M˙ t = ρ˙w,tφtΩt + ρw,tΩ˙t =
=
ρw,tp˙t
w
kw
(φtΩt) + ρw,tΩ˙t =
[
p˙t
w
φt
kw
+
Ω˙t
Ωt
]
Ωtρw,t (2.53)
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De ette façon la variation de masse uide par unité de volume peut être dénie omme
suit :
M˙ t =
[
p˙t
w
φt
kw
+
Ω˙t
Ωt
]
ρw,t (2.54)
Nous utilisons des lois de omportement pour aratériser le omportement hydro-
méanique du milieu. An de pouvoir aluler la ontrainte de Cauhy du mélange σt
ij
nous utilisons le prinipe de Terzaghi pour lequel la ontrainte σ′,tij dépend aussi de la
pression d'eau pw (équation 2.55).
σt
ij
= σ′,t
ij
+ pt
w
δij (2.55)
La ontrainte eetive σ′,t
ij
représente la ontrainte du squelette solide en ondition
de milieu monophasé. Ce faisant nous dérivons le omportement du squelette solide
utilisant des lois de omportement qui dépendent de l'histoire de la inématique omme
présenté dans la partie III.
En faisant l'hypothèse de ux en régime laminaire il est possible de montrer que les
fores de frottement visqueux sont proportionnelles à la vitesse relative V F/S,ti (équation
2.56).
F S/F,ti =
[
ρw,tφtg
K
]
V S/F,ti (2.56)
En substituant les équations sur la onservation de la quantité de mouvement uide
2.49 dans l'équation 2.56 nous obtenons une expression de la vitesse relative V F/S,ti
V F/S,t
i
= − K
ρw,tφtgi
(
∂pi
w
∂xti
+ ρw,tgi
)
(2.57)
L'équation 2.57 et l'équation 2.50 nous permet de aratériser le débit de masse uide
selon la loi de Dary.
mti = −
K
gi
(
∂pt
w
∂xt
i
+ ρw,tgi
)
= −ρw,t k
µ
(
∂pt
w
∂xt
i
+ ρw,tgi
)
(2.58)
Dans l'équation préedente K et k representent la ondutivité idrualique isotrope et
la perméabilité intrinsèque du milieu poroeux.
2.3.3 Approhe multi-éhelle
Dans le as d'un approhe multi-éhelle nous ne faisons pas l'hypothèse d'un milieu
ontinu équivalent mais nous y suivons un proessus d'homogénéisation fait à partir de
la mirostruture du matériau.
Le VER dans e as sera représenté par le hoix d'une mirostruture susammente
représentative du matériau. Cette mirostruture pourra être hoisie soit à l'éhelle
d'observation mésosopique soit à l'éhelle d'observation mirosopique. Il est alors
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néessaire que, selon le hoix opéré, la dimension aratéristique H du VER satisfasse
les équations 2.59.a et 2.59.b.
dmacro ≫ (H ≡ dmeso)≫ dmicro ou (H ≡ dmicro)≪ dmacro (2.59)
Il est bien lair que dans l'approhe multi-éhelle le omportement phénoménologique
du matériau sera une onséquene du hoix de la mirostruture et de sa aratérisation
hydro-méanique.
S'ils existent des tehniques expérimentales de plus en plus développées pour représen-
ter la mirostruture du matériau à diérents éhelles (Viggiani et Hall [149℄), ils n'ex-
istent pas de tehniques expérimentales susamment préises qui puissent nous don-
ner des informations sur le omportement méanique de la mirostruture. En raison
de et aspet, des hypothèses simpliatries onernant les lois de omportement de
la mirostruture seront faites dans la partie IV où une méthode d'homogénéisation
numérique (les éléments nis au arré) est étudiée.
Ave ette approhe nous n'avons pas besoin de faire d'hypothèse pour aluler la
ontrainte du mélange. Il n'est don pas néessaire de aluler une ontrainte eetive
au sens de Terzaghi ou de Biot.
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2.4 Solution numérique du problème ontinu
Nous utilisons les équations d'équilibre du mélange et de la onservation de la masse
uide (équations 2.60) an de pouvoir résoudre numériquement un problème aux li-
mites ave la méthode des éléments nis.
Cette méthode permet de trouver des solutions numériques approximées où l'approxi-
mation est faite au niveau de la disrétisation de la géométrie et au niveau des fontions
inonnues. De ette façon nous passons d'un milieu omposé par un nombre inni de
points à un milieu disrétisé en éléments où haun a un nombre ni de degrés de
liberté. La solution trouvée peut don se onsidérer omme une projetion d'un espae
de dimension innie à un espae de dimension nie.
Pour dérire de façon objetive des problèmes qui présentent des phénomènes de
loalisation nous onsidérons un milieu seond gradient.
a.
∫
Ωt
[
σtij
∂u⋆
i
∂xt
j
+ λtij
(
∂u⋆
i
∂xt
j
− v⋆ij
)
+ Σtijk
∂v⋆ij
∂xt
k
]
dΩt −W ⋆ext = 0
b.
∫
Ωt
λ⋆
ij
(
∂uti
∂xtj
− vt
ij
)
dΩt = 0
c.
∫
Ωt
(
M˙ tp⋆w −mti
∂p⋆
w
∂xt
i
)
dΩt − V ⋆ext = 0
(2.60)
Les travails virtuels externes sont selon les équations 2.61.
W ⋆ext =
∫
Ωt
ρmix,tgiu
⋆
idΩ
t +
∫
∂Ωt
[ ptiu
⋆
i + PiDu
⋆
i ] ds
t
V ⋆ext =
∫
Ωt
Qtp⋆,tw dΩ
t −
∫
∂Ωt
qtp⋆,tw ds
t
(2.61)
Pour appliquer la méthode des éléments nis, il est néessaire de disrétiser dans le
temps et dans l'espae le problème envisagé. De ette façon nous arrivons à résoudre
à travers un algorithme itératif de Newton-Raphson un système algébrique linéaire
aratérisé par un nombre ni de degrés de liberté.
Les équations 2.60 présentent une forte non-linéarité en raison des lois de om-
portement envisagées (non-linéarité rhéologique) et à ause des déformations nies
(non-linéarité géométrique). Il est don néessaire de rérire es équations de façon
linéarisée de manière à e qu'elles puissent se résoudre à l'aide d'un algorithme de
Newton-Raphson.
Dans la suite nous présentons brièvement l'algorithme de Newton-Raphson (setion
2.4.1), la proédure mathématique abordée pour linéariser à la fois la non-linéarité des
déformations nies (setion 2.4.2) et elle rhéologique des lois de omportement (setion
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2.4.3) et, enn, le passage d'un système d'équation ontinu à un système disrèt (setion
2.4.4).
2.4.1 Algorithme de Newton-Raphson
La méthode de Newton-Raphson permet de résoudre un système d'équations non-
linéaires à travers une proédure itérative. En onsidérant un système d'équations
non-linéaires de i équations en j inonnues, nous allons trouver le veteur xj qui an-
nule le système ave une méthode de Newton-Raphson. Pour ela nous envisageons un
développement de Taylor au premier ordre, autour du veteur xn
j
pour lequel le système
ne s'annule pas (Fi(x
n
j
) 6= 0).
Fi(xj) = Fi(x
n
j
) +
[
∂Fi
∂xj
]
xj=x
n
j
∆xj ave ∆x
n
j
=
(
xj − xnj
)
(2.62)
De ette façon il est possible de aluler le veteur ∆xn
j
qui annule l'équation linéarisée
du système non linéaire.
0 = Fi(x
n
j
) +
[
∂Fi
∂xj
]
xj=x
n
j
∆xn
j
=⇒ ∆xn
j
= −
[
∂Fi
∂xj
]−1
xj=x
n
j
Fi(x
n
j
) (2.63)
En résolvant le système linéaire nous pouvons aluler une nouvelle estimation des
oordonnées xn+1
j
= xn
j
+ ∆xn
j
et itérer l'algorithme jusqu'au moment où la valeur
résiduelle de Fi(x
n+1
j ) est très prohe de zéro.
Figure 2.4  Algorithme de Newton-Raphson pour une fontion à une variable y=f(x).
La gure 2.4 montre le prinipe de la méthode quand l'équation n'a qu'une seule
solution pour une fontion à une variable monotone. Si nous onsidérons une fontion
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qui a plusieurs raines la solution trouvée dépend de l'initialisation de l'algorithme
(setion 2.5.1).
Dans le tableau 2.1 nous shématisons l'algorithme de Newton-Raphson utilisé pour
résoudre un système d'équations non-linéaires. Il est utilisé ave la méthode des élé-
ments nis pour résoudre les équations non-linéaires d'un milieu poreux saturé.
1. xn
j
= x0
j
Initialisation
2. Rn = −F (xnj ) Calul du résidu
3.
[
∂Fi
∂xn
j
]
xj=x
n
j
Calul de la matrie Jaobienne
4. ∆xnj =
[
∂Fi
∂xj
]−1
xj=x
n
j
Rnj Solution du système linéaire
5. xn+1j = x
n
j +∆x
n
j Mis à jour de l'inonnue
6. Rn+1 = −F (xn+1)j Mis à jour du résidu
7. Vériation du ritère sur le résidu Rn+1 et sur ∆xnj
(a) Le ritère est satisfait : GO TO 8
(b) Le ritère n'est pas satisfait : n=n+1, GO TO 3
8. Fin
Table 2.1  Algorithme de Newton-Raphson pour un système non-linéaire d'équations
2.4.2 Linéarisation de la formulation faible
Avant de montrer omment linéariser les équations d'équilibre et du bilan de la
masse uide, nous onsidérons une disrétisation temporelle dénissant le temps omme
t = [t1, t2 . . . tn . . . tN ] étant tN le temps nal du problème.
Nous onsidérons une onguration Ωt qui est en équilibre ave les onditions aux
limites. Nous voulons trouver une nouvelle onguration d'équilibre Ωτ tel que τ = t+
∆t. En faisant l'hypothèse qu'il existe une onguration Ωτ1 pour laquelle les équations
2.60 ne sont pas satisfaites, il est possible de dénir les valeurs résiduelles Rτ1, Sτ1,W τ1
58
2.4. SOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME CONTINU
omme suit :
a.
∫
Ωτ1
[
στ1ij
∂u⋆
i
∂xτ1
j
+ λτ1ij
(
∂u⋆
i
∂xτ1
j
− v⋆ij
)
+ Στ1ijk
∂v⋆ij
∂xτ1
k
]
dΩτ1 −W τ1ext = Rτ1
b.
∫
Ωτ1
λ⋆
ij
(
∂uτ1i
∂xτ1j
− vτ1
ij
)
dΩτ1 = Sτ1
c.
∫
Ωτ1
(
M˙ τ1p⋆w −mτ1i
∂p⋆
w
∂xτ1
i
)
dΩτ1 − V ⋆τ1ext = W τ1
(2.64)
De ette façon nous herhons une onguration Ωτ2 prohe de Ωτ1 pour laquelle les
valeurs résiduelles Rτ1, Sτ1, W τ1 peuvent se onsidérer nulles. Pour ette onguration
les équations d'équilibre et de bilan de masse uide peuvent se rérire selon les équations
2.65.
a.
∫
Ωτ2
[
στ2
ij
∂u⋆i
∂xτ2j
+ λτ2
ij
(
∂u⋆i
∂xτ2j
− v⋆
ij
)
+ Στ2
ijk
∂v⋆
ij
∂xτ2k
]
dΩτ2 −W τ2
ext
= 0
b.
∫
Ωτ2
λ⋆ij
(
∂uτ2
i
∂xτ2
j
− vτ2ij
)
dΩτ2 = 0
c.
∫
Ωτ2
(
M˙ τ2p⋆
w
−mτ2
i
∂p⋆
w
∂xτ2i
)
dΩτ2 − V ⋆τ2
ext
= 0
(2.65)
An d'obtenir un système linéaire auxiliaire, nous soustrayons les équations 2.64 aux
équations 2.60 et rérivons ette diérene dans la onguration Ωτ1. Nous détaillons
les passages mathématiques qui mènent à la linéarisation dans les setions suivantes.
Équation d'équilibre
Nous dérivons la linéarisation de l'équation 2.60.a pour les équations d'équilibre.
L'équation 2.66 représente la diérene entre les équations 2.64 et 2.65 où les équations
2.65 sont érites dans la onguration Ωτ1 en faisant un hangement des variables.∫
Ωτ1
∂u⋆
i
∂xτ1l
[
στ2
ij
∂xτ1
l
∂xτ2k
detF − στ1
il
]
︸ ︷︷ ︸
A
+
∂v⋆
ij
∂xτ1l
[
Στ2
ijk
∂xτ1
l
∂xτ2k
detF + Στ1ijl
]
︸ ︷︷ ︸
B
+
− ∂u
⋆
i
∂xτ1
l
[
λτ2ij
∂xτ1
l
∂xτ2
j
detF − λτ1il
]
︸ ︷︷ ︸
C
+ v⋆ij
[
λτ2ij detF − λτ1ij
]︸ ︷︷ ︸
D
+
− u⋆i [ρmix,τ2detF − ρmix,τ1] gi︸ ︷︷ ︸
E
dΩτ1 = −Rτ1 (2.66)
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Nous rappelons que F ij et dΩ
τ2
sont dénies omme suit :
Fij =
∂xτ2i
∂xτ1j
dΩτ2 = detF dΩτ1
En introduisant les quantités suivantes :
dσij = σ
τ2
ij
− στ1
ij
dui = x
τ2
i
− xτ1
i
dΣijk = Σ
τ2
ijk − Στ1ijk dvij = vτ2ij − vτ1ij
dρmix = ρmix,τ2 − ρmix,τ1 dλij = λτ2ij − λτ1ij
(2.67)
detF = ǫijk
∂xτ2
1
∂xτ1i
∂xτ2
2
∂xτ1j
∂xτ2
3
∂xτ1k
=
= ǫijk
[
δ1i +
∂duτ1
1
∂xτ1
i
] [
δ2j +
∂duτ1
2
∂xτ1
j
] [
δ3k +
∂duτ1
3
∂xτ1
k
]
≃ 1 + ∂du
τ1
k
∂xτ1
k
(2.68)
ǫijk représente le symbole the Levi-Civita utilisé pour érire le produit vetoriel en
notation indiielle. Étant donné que la onguration Ωτ1 est onnue, nous pouvons
érire le gradient de transformation ∂xτ1
i
/∂xτ2
j
selon l'équation 2.69.
∂xτ1
i
∂xτ2j
=
[
∂xτ2
j
∂xτ1j
]−1
≃
[
δij +
∂duτ1
i
∂xτ1j
+O(duτ1
i
) + . . .
]−1
≃ δij − ∂du
τ1
i
∂xτ1j
+O(duτ1
i
) + . . .
(2.69)
En substituant es quantités dans l'équation 2.66 nous obtenons l'expression linéarisée
de l'équation 2.60.a.
A :
∫
Ωτ1
∂u⋆i
∂xl
[
dστ1
il
− στ1
ik
∂duτ1l
∂xτ1k
+ στ1
il
∂duτ1k
∂xτ1k
]
dΩτ1 (2.70)
B :
∫
Ωτ1
∂v⋆ik
∂xl
[
dΣτ1
ikl
− Στ1
ikl
∂duτ1l
∂xτ1j
+ Στ1
ikl
∂duτ1h
∂xτ1h
]
dΩτ1 (2.71)
C :
∫
Ωτ1
∂u⋆i
∂xl
[
dλτ1
il
− λτ1
ik
∂duτ1l
∂xτ1k
+ λτ1
il
∂duτ1k
∂xτ1k
]
dΩτ1 (2.72)
D :
∫
Ωτ1
v⋆
il
[
dλτ1
il
+ λτ1
il
∂duτ1k
∂xτ1
k
]
dΩτ1 (2.73)
E :
∫
Ωτ1
u⋆
i
[
dρmix,τ1 − ρmix,τ1∂du
τ1
k
∂xτ1
k
]
gi dΩ
τ1
(2.74)
Pour terminer le alul du système auxiliaire linéaire pour les équations préendentes,
nous allons introduire des lois de omportement pour l'inrement de la ontrainte de
Cauhy dσil et la double ontrainte dΣil.
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Équations sur les multipliateur de Lagrange
Nous répétons les mêmes passages mathématiques pour les équations onernant le
multipliateur de Lagrange (équations 2.60.b).∫
Ωτ1
λ⋆ij
(
∂uτ2
i
∂xτ1
k
∂xτ1
k
∂xτ2
j
detF − ∂ui
∂xτ1
j
)
︸ ︷︷ ︸
A
− λ⋆ij
(
vτ2ij detF − vτ1ij
)︸ ︷︷ ︸
B
dΩτ1 = −Sτ1 (2.75)
En onsidérant les équations 2.67, 2.68 et 2.69 nous obtenons les équations suivantes :
A :
∫
Ωτ1
λ⋆
ij
[
∂duτ1
i
∂xτ1j
+
∂uτ1
i
∂xτ1k
∂duτ1
k
∂xτ1j
− ∂u
τ1
i
∂xτ1k
∂duτ1
k
∂xτ1j
]
dΩτ1 (2.76)
B :
∫
Ωτ1
λ⋆
ij
[
dvτ1
ij
+ vτ1
ij
∂duτ1
k
∂xτ1k
]
dΩτ1 (2.77)
Équation du bilan uide
En suivant la même méthode pour l'équation de bilan uide nous obtenons les
équations 2.81 et 2.82 :∫
Ωτ1
p⋆w
(
M˙ τ2detF − M˙ τ1
)
︸ ︷︷ ︸
A
− ∂p
⋆
w
∂xi
(
mτ2j
∂xτ1
i
∂xτ2
j
detF −mτ1i
)
︸ ︷︷ ︸
B
dΩτ1 = −W τ1 (2.78)
dM˙ τ1 = M˙ τ2 − M˙ τ1 (2.79)
dmi = mτ2
i
−mτ1
i
(2.80)
A :
∫
Ωτ1
p⋆
w
[
dM˙ τ1 + M˙ τ1
∂duτ1k
∂xτ1k
]
dΩτ1 (2.81)
B :
∫
Ωτ1
∂p⋆
w
∂xi
[
dmτ1i −mτ1j
∂duτ1
i
∂xτ1
j
+mτ1i
∂duk
∂xτ1
k
]
dΩτ1 (2.82)
La Matrie tangente du problème linéarisé
L'introdution d'une relation entre la inématique et les variables onjuguées en
ontrainte permet de rérire les équations linéarisées du prinipe de travail virtuel
présentées préédemment uniquement en fontion des degrés de liberté en déplaement.
De ette façon l'équation 2.60 peut se rérire ave l'équation 2.83.∫
Ωτ1
[
U ⋆,τ1(x,y)
]⊤
(1x25)
[
Eτ1(x,y)
]
(25x25)
[
dU τ1(x,y)
]
(25x1)
dΩτ1 = −R⋆,τ1 − S⋆,τ1 −W ⋆,τ1 (2.83)
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dU τ1
(x,y)i
représente le veteur des inréments des degrés de liberté du problème ontinu
déni selon l'équation suivante :
[
dU τ1(x,y)
]
i
=
[
∂duτ1
1
∂xτ1
1
∂duτ1
1
∂xτ1
2
∂duτ1
2
∂xτ1
1
∂duτ1
2
∂xτ1
2
duτ11 du
τ1
2
∂dpτ1
w
∂xτ1
1
∂dpτ1
w
∂xτ1
2
dpτ1w
∂dvτ1
11
∂xτ1
1
∂dvτ1
11
∂xτ1
2
∂dvτ112
∂xτ1
1
∂dvτ112
∂xτ1
2
∂dvτ121
∂xτ1
1
∂dvτ121
∂xτ1
2
∂dvτ122
∂xτ1
1
∂dvτ122
∂xτ1
2
dvτ1
11
dvτ1
12
dvτ1
21
dvτ1
22
dλτ1
11
dλτ1
12
dλτ1
21
dλτ1
22
]
De la même manière le veteur U τ1,⋆(x,y)i est déni omme suit :[
U ⋆,τ1
(x,y)
]
i
=
[
∂u⋆,τ11
∂xτ1
1
∂u⋆,τ11
∂xτ1
2
∂u⋆,τ12
∂xτ1
1
∂u⋆,τ12
∂xτ1
2
u⋆,τ1
1
u⋆,τ1
2
∂p⋆,τ1w
∂xτ1
1
∂p⋆,τ1w
∂xτ1
2
p⋆,τ1
w
∂v⋆,τ111
∂xτ1
1
∂v⋆,τ111
∂xτ1
2
∂v⋆,τ1
12
∂xτ11
∂v⋆,τ1
12
∂xτ12
∂v⋆,τ1
21
∂xτ11
∂v⋆,τ1
21
∂xτ12
∂v⋆,τ1
22
∂xτ11
∂v⋆,τ1
22
∂xτ12
v⋆,τ1
11
v⋆,τ1
12
v⋆,τ1
21
v⋆,τ1
22
λ⋆,τ1
11
λ⋆,τ1
12
λ⋆,τ1
21
λ⋆,τ1
22
]
En gure 2.5 nous montrons l'expression générale de la matrie tangente
[
Eτ1
(x,y)
]
ij
. En
faisant l'hypothèse de prendre U τ1,⋆(x,y)i = 1 et dU
τ1
(x,y)i
= 1 nous pouvons interpréter les
blos de la matrie tangente omme le travail virtuel interne entre les inréments des
ontraintes et les degrés de liberté virtuels. Chaque blo est déni i-dessous :
Figure 2.5  Matrie tangente
[
Eτ1(x,y)
]
(25x25)
du problème ontinu linéarisé, [45℄.
 Blo bleu iel. Cette partie de la matrie de rigidité exprime le omportement
hydroméanique du milieu et elle est stritement dépendant de la loi de om-
portement que nous utilisons. Nous allons montrer dans la setion 2.4.3 deux
expressions possibles selon les deux approhes diérentes utilisées pour dénir
une loi de omportement. La seule partie de la matrie [E1τ1] qui peut s'érire
analitiquement est elle due aux équations 2.70 (deuxième et troisième terme) et
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aux équations 2.72 (deuxième et troisième termes) :
[E1τ1] = [Cτ1] +

0 0 −στ1
12
+ λτ1
12
σ11 − λ11
στ1
12
− λτ1
12
−στ1
11
+ λτ1
11
0 0
0 0 −στ122 + λτ122 στ121 − λτ121
στ1
22
− λτ1
22
−στ1
21
+ λτ1
21
0 0
 (2.84)
Le matrie [Cτ1] représente la tangente onsistante due au omportement mé-
anique du milieu.
 Blo verte : Il représente le omportement des doubles ontraintes qui ara-
térisent la inématique seond gradient du milieu enrihi. Ce blo est alulé à
partir du premier terme des équations 2.71.
 Blo rouge. Il est omposé par les sous-matries E2τ1 et E3τ1 qui peuvent être
déduites par l'équation 2.71 (deuxième et troisième terme) et par l'équation 2.73
(deuxième terme). Les équations 2.85.a et 2.85.b montrent les deux sous-matries.
[E2τ1] =

0 0 −Στ1112 +Στ1111
+Στ1
112
−Στ1
111
0 0
0 0 −Στ1
122
+Στ1
121
+Στ1122 −Στ1121 0 0
0 0 −Στ1
212
+Στ1
211
+Στ1212 −Στ1211 0 0
0 0 −Στ1
222
+Στ1
221
+Στ1
222
−Στ1
221
0 0

[E3τ1] =

λτ1
11
0 0 λτ1
11
λτ112 0 0 λ
τ1
12
λτ1
21
0 0 λτ1
21
λτ122 0 0 λ
τ1
22

(2.85)
 Blo jaune : Le blo jaune peut se aluler à partir de l'équation 2.76 et des
équations 2.77 (deuxième terme). L'expression de la sous-matrie [E4τ1] est la
suivante :
[E4τ1] =

1− vτ1
11
∂uτ11
∂x2
0
∂uτ11
∂x1
− vτ1
11
∂uτ11
∂x2
− vτ1
12
1
∂uτ11
∂x1
vτ1
12
−vτ121
∂uτ1
2
∂x2
1
∂uτ1
2
∂x1
− vτ121
∂uτ1
2
∂x2
− vτ122 0 −
∂uτ1
2
∂x1
1− vτ122

(2.86)
 Blo marron : Le blo marron représente la premier omposante de l'équation
2.72. La matrie I4x4 est une matrie identité (I4x4 = δij).
 Blos violets : Ces blos sont alulés à partir des équations 2.73 (premier terme)
et des équations 2.77 (premier terme).
 Blo gris : Composantes nulles de la matrie tangente.
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Le blo bleu iel représente la ontribution du milieu poreux au système linéaire
auxiliaire. An de aratériser ette partie de la matrie
[
Eτ1(x,y)
]
ij
il est néessaire
d'utiliser des lois onstitutives pour dérire le omportement ouplé du milieu. Dans
la setion 2.4.3 nous présentons deux façons de aluler le blo bleu iel du système
linéaire auxiliaire pour les deux approhes de omportement dérites dans la setion
2.3.
2.4.3 Linéarisation des lois de omportement
En utilisant les deux approhes diérentes pour dérire une loi de omportement
nous allons aratériser le blo bleu iel de la matrie
[
Eτ1
(x,y)
]
ij
présenté dans la setion
préédente. Il est don néessaire d'érire des relations entre les degrés de déplaement
dU τ1
(x,y)i
et ses variables onjuguées dσi, dΣi, dρ
mix
, dmi et dM˙ .
Dans le premier as (approhe phénoménologique) nous dérivons le milieu ave des
variables d'état e qui nous permet de développer de façon analytique les sous matries
Kτ1WM(4x3) , K
τ1
MW(3x4)
, Kτ1WW(3x3) , G1
τ1
(2x4) et G2
τ1
(2x3).
Dans le deuxième as (approhe multi-éhelle), en dénissant la loi de omportement
à l'aide d'un proessus d'homogénéisation numérique nous pourrons aluler de façon
numérique haque omposante du blo bleu iel de la matrie
[
Eτ1
(x,y)
]
ij
. Selon les hy-
pothèses faites sur les omposantes du milieu à l'éhelle mirosopique, ertaines sous-
matries seront prohes de zéro alors que d'autres auront une valeur non-nulle. Les
phénomènes de ouplage auront lieu selon la aratérisation de la mirostruture du
milieu.
Approhe lassique
Les équations d'équilibre sont érites en fontion de la ontrainte σij qui représente
la ontrainte du mélange du milieu poreux. Nous utilisons le prinipe de Terzaghi pour
dérire ette ontrainte en dénissant la ontrainte eetive au sens de Terzaghi σ′ij.
Elle peut se onsidérer aratéristique du omportement méanique du squelette solide
du milieu poreux.
dσij = dσ
′
ij + dpwδij = Cijkl∇dukl + dpwδij (2.87)
Dans la troisième partie de ette thèse, partie III, nous allons utiliser une loi de om-
portement élasto-plastique adouissante pour dérire le omportement du squelette
solide.
De ette façon les sous-matries Cτ1 et Kτ1
WM
peuvent s'érire omme suit :
[Cτ1] =

Cτ1
xxxx
Cτ1
xxxy
Cτ1
xxyx
Cτ1
xxyy
Cτ1
xyxx
Cτ1
xyxy
Cτ1
xyyx
Cτ1
xyyy
Cτ1yxxx C
τ1
yxxy C
τ1
yxyx C
τ1
yxyy
Cτ1
yyxx
Cτ1
yyxy
Cτ1
yyyx
Cτ1
yyyy
 [Kτ1WM ] =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0
0 0 −1
 (2.88)
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En linéarisant la densité du mélange nous obtenons l'équation 2.89.
dρmix,τ1 = dρw,τ1φτ1 + dφτ1ρw,τ1 − ρsdφτ1 (2.89)
dρτ1
w
=
ρτ1
w
kw
dpτ1
w
dφτ1 = (1− φτ1) dΩ
τ1
Ωτ1
= (1− φτ1) ∂du
τ1
k
∂xτ1k
(2.90)
En substituant les équations 2.90.a, 2.90.b dans l'équation 2.89 nous obtenons l'expres-
sion linéarisée de la densité du mélange (équations 2.91).
dρmix,τ1 =
ρτ1
w
φτ1
kw
dpτ1
w
+
[
ρτ1
s
− ρτ1
w
][
1− φτ1
]∂dut
k
∂xτ1k
(2.91)
Il est possible d'érire toutes les omposantes des sous-matries G1τ1 et G2τ1 en sub-
stituant l'équation 2.91 dans l'équation 2.74.
[G1τ1] =
[
B 0 0 B
B 0 0 B
]
B = (ρs − ρw,τ1) (1− φτ1)− ρmix,τ1
[G2τ1] =

0 0 −ρw,τ1φ
τ1
kw
g1
0 0 −ρw,τ1φ
τ1
kw
g2
 (2.92)
En utilisant les équations 2.52 et 2.58 nous proposons une expression pour le ux
massique mi et la variation de quantité de la masse uide.
dmi =− dρw,τ1
[
∂pτ1
w
∂xτ1
i
+ ρw,τ1g
]
k
µ
−
[
∂dpτ1
w
∂xτ1
i
+ dρw,τ1g
]
k
µ
ρw,τ1 +
∂dui
∂xj
∂pw
∂xj
k
µ
ρw,t =
=− ρ
w,t
dpt
w
kw
[
∂pw
∂xi
+ ρw,tg
]
k
µ
−
[
∂dpw
∂xi
+
ρw,tdpt
w
kw
g
]
k
µ
ρw,t +
∂dui
∂xj
∂pw
∂xj
k
µ
ρw,t
(2.93)
dM˙ =d
[
ρw,t
(
pt
w
φt
kw
+
Ω˙t
Ωt
)]
=
=dρw,t
[
p˙t
w
φt
kw
+
Ω˙
Ω
]
+ ρw,t
[
dp˙t
w
φt
kw
+
pt
w
dφt
kw
]
+ ρw,t
[
1
∆t
− Ω˙
t
Ωt
]
∂duk
∂xk
=
=
ρw,tdpt
w
kw
[
p˙t
w
φt
kw
+
Ω˙
Ω
]
+ ρw,t
[
dpt
w
φt
∆t kw
+
pt
w
kw
(1− φt) ∂duk
∂xk
]
+ ρw,t
[
1
∆t
− Ω˙
t
Ωt
]
∂duk
∂xk
(2.94)
Les sous-matries KMW et KWW peuvent s'érire selon les équations 2.95 et 2.97 :
[Kτ1
MW
] =

−ρw,t∂p
t
w
∂x1
k
µ
mt
2
−ρw,t ∂p
t
w
∂x1
k
µ
−mt
1
−mt
2
−ρw,t ∂p
t
w
∂x1
k
µ
mt
1
−ρw,t ∂p
t
w
∂x2
k
µ
A+ M˙ t 0 0 A+ M˙ t
 (2.95)
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A est érit selon l'expression suivante :
A = ρw,t
(
p˙t
w
1− φt
kw
+
1
∆t
− Ω˙
t
Ωt
)
(2.96)
[Kτ1WW ] =

−ρw,τ1 k
µ
0
ρw,τ1k
kwµ
(
∂pw,τ1w
∂xτ1
i
+ 2ρτ1g1
)
0 −ρw,τ1 k
µ
ρw,τ1k
kwµ
(
∂pw,τ1w
∂xτ1i
+ 2ρτ1g2
)
0 0
ρw,τ1φτ1
kwkw
p˙τ1w +
ρw,τ1φτ1
kw∆t
+
ρw,τ1Ω˙τ1
kwΩτ1
 (2.97)
Il est important de remarquer que le blo bleu iel de la matrie tangente
[
Eτ1(x,y)
]
ij
présente des omposantes nulles et des omposantes égales entre elles omme montré
en gure 2.6. Les omposantes non nulles représentent les termes de ouplage entre la
partie méanique et la partie hydraulique du milieu poreux. Ils sont la onséquene des
hypothèses que nous avons faites sur la physique qui aratérise le milieu poreux.
Cette matrie aurait eu des omposantes diérentes si, par exemple, la ontrainte totale
avait été alulée ave des ontraintes eetives au sens de Biot ou si on avait onsidéré
la phase solide ompressible.
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
Figure 2.6  Blo bleu iel de la matrie tangente
[
Eτ1(x,y)
]
ij
Approhe multi-éhelle
Dans la quatrième partie, IV, nous présentons une méthode d'homogénéisation
numérique (les éléments nis au arré), qui permet de dénir une loi de omporte-
ment à partir de la aratérisation mirosopique d'un milieu périodique. En utilisant
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ette approhe, la matrie tangente Eτ1
(x,y)ij
du problème ontinu linéarisé est alulée
de façon numérique ave la méthode des perturbations. Il s'agit de faire une dérivée
numérique de la ontrainte en fontion d'une perturbation donnée ǫ de haque degré
de liberté. De ette façon haque sous-matrie du blo bleu iel sera alulée de telle
sorte que haque omposante sera a priori non nulle.
Les sous-matries orrespondantes aux termes ouplés entre le omportement mé-
anique et le omportement hydraulique (G1τ1(2x4),G2
τ1
(2x3),K
τ1
WM(4x3)
,Kτ1MW(3x4) etK
τ1
WW(3x3)
)
sont dépendantes des hypothèses faites sur la mirostruture du milieu au niveau de
sa géométrie et de sa aratérisation hydroméanique.
De façon générale, nous exprimons la ontrainte du mélange dστ1
il
, la densité du
mélange dρmix,τ1, le ux massique dmτ1i et la variation de la masse uide dM˙
τ1
en
fontion de tous les degrés de liberté (équations 2.98). Les équations 2.98 sous format
matriiel sont érites en gure 2.7.
dστ1
il
=Cilkj
∂duτ1
k
∂xτ1j
+ Aildp
τ1
w
+Bilj
∂dpτ1
w
∂xτ1j
dρmix,τ1 =Dij
∂duτ1
i
∂xτ1
j
+ Edpτ1w +Gk
∂dpτ1
w
∂xτ1
k
dmτ1
i
=Aijk
∂duτ1
j
∂xτ1
k
+ Lidp
τ1
w
+ Jik
∂dpτ1w
∂xτ1
k
dM˙ τ1 =Kjk
∂duτ1
j
∂xτ1
k
+ Idpτ1w +Qk
∂dpτ1
w
∂xτ1
k
(2.98)
En omparant les gures 2.7 et 2.6, il est lair qu'a priori auune omposante de la
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
Figure 2.7  Blo bleu iel de la matrie tangente
[
Eτ1(x,y)
]
ij
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matrie tangente est nulle ou égale à d'autre omposantes.
La méthode de perturbation
Les matries tangentes onsistantes E1τ1
(4x4)
(blo bleu iel) et Dτ1
(8x8)
(blo vert)
utilisées pour les aluls de la matrie tangente Eτ1
(x,y)
sont diérentes des matries
onstitutives qui expriment le omportement en ontrainte du milieu ontinu. Elles
oïnident si la taille du pas de temps ∆t est innitésimale. Les aluls numériques
étant toujours faits sur pas de temps ∆t de taille nie, les lois de omportement sous
forme matriielle ne peuvent pas être envisagées pour le alul des matries tangentes
onsistantes.
La méthode développée ii pour le alul des matries tangentes onsistantes est une
méthode numérique (méthode des perturbations) bien adaptée à la fois à l'algorithme
numérique et à la loi de omportement utilisée. C'est pour ela qu'elle est utilisée
pour le alul de toute la matrie de gure 2.7 dans la méthode des éléments nis
aux arré (part IV) mais aussi pour le alul de Cτ1
(4x4)
(gure 2.7) dans le as d'une
loi de omportement lassique (loi de omportement élasto-plastique, partie III). Dans
les deux as, elle est aussi utilisée pour le alul de la matrie Dτ1(8x8) onernant le
omportement de la partie seond gradient.
La méthode des perturbations onsiste à aluler une ontrainte σij pour un in-
rément de déformation donné et aussi une ontrainte σǫij orrespondante à une légère
perturbation ǫ de haque omposante de la déformation. À l'aide de l'équation 2.99, il
est possible aluler haque omposante de la matrie tangente onsistante.
Eτ1(x,y) =
σǫ,τ1ij − στ1ij
ǫ
(2.99)
L'équation 2.99 montre que si la valeur de la perturbation ǫ est trop grande, le alul
de la matrie tangente onsistante s'éarte trop de sa valeur théorique et la vitesse
quadratique de onvergene. Si la perturbation ǫ est trop petite, on risque de mal al-
uler les omposantes de Eτ1
(x,y)
puisque elles-i sont inuenées par le bruit numérique.
An d'éviter es as il est néessaire de bien aler e paramètre à l'aide des expérienes
numériques.
La méthode de perturbation est assez oûteuse en temps de aluls puisqu'il est
néessaire de aluler la ontrainte inq fois. Dans le adre des éléments nis aux arré,
tout le blo bleu iel de la matrie Eτ1(x,y) est alulé ave ette méthode : l'intégration
de la loi de omportement se répète don huit fois. Dans les deux as, le alul de
la matrie Dτ1
(8x8)
aussi a été fait ave ette méthode impliquant une intégration de la
double ontrainte neuf fois.
Même si les désavantages sont nombreux, il est préférable de hoisir une telle ap-
prohe puisque la méthode analytique peut être ompliquée et parfois impossible à for-
muler pour ertains modèles (par exemple, dans l'homogénéisation numérique, FEM
2
,
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partie IV). Les équations 2.100 montrent un exemple de l'appliation de la méthode de
perturbation.
E11 =
[
σj
ǫ=1
xx − σxx
]
/ǫ
E21 =
[
σj
ǫ=1
yx − σyx
]
/ǫ
E31 =
[
σj
ǫ=1
xy − σxy
]
/ǫ
E41 =
[
σj
ǫ=1
yy − σyy
]
/ǫ
E51 =
[
ρj
ǫ=1 − ρ] /ǫ
E61 =
[
ρj
ǫ=1 − ρ] /ǫ
E71 =
[
mj
ǫ=1
x
−mx
]
/ǫ
E81 =
[
mj
ǫ=1
y
−my
]
/ǫ
E91 =
[
M˙ j
ǫ=1 − M˙
]
/ǫ
E12 =
[
σj
ǫ=2
xx − σxx
]
/ǫ
E22 =
[
σj
ǫ=2
yx − σyx
]
/ǫ
E32 =
[
σj
ǫ=2
xy − σxy
]
/ǫ
E42 =
[
σj
ǫ=2
yy − σyy
]
/ǫ
E52 =
[
ρj
ǫ=2 − ρ] /ǫ
E62 =
[
ρj
ǫ=2 − ρ] /ǫ
E72 =
[
mj
ǫ=2
x
−mx
]
/ǫ
E82 =
[
mj
ǫ=2
y
−my
]
/ǫ
E92 =
[
M˙ j
ǫ=2 − M˙
]
/ǫ
. . . . . .
E19 =
[
σj
ǫ=7
xx − σxx
]
/ǫ
E29 =
[
σj
ǫ=7
yx − σyx
]
/ǫ
E39 =
[
σj
ǫ=7
xy − σxy
]
/ǫ
E49 =
[
σj
ǫ=7
yy − σyy
]
/ǫ
E59 =
[
ρj
ǫ=7 − ρ] /ǫ
E69 =
[
ρj
ǫ=7 − ρ] /ǫ
E79 =
[
mj
ǫ=7
x
−mx
]
/ǫ
E89 =
[
mj
ǫ=7
y
−my
]
/ǫ
E99 =
[
M˙ j
ǫ=7 − M˙
]
/ǫ
(2.100)
2.4.4 Disrétisation en éléments nis
Les éléments nis utilisés pour un milieu ontinu seond gradient sont des éléments
quadrilatéraux non-onformes à huit n÷uds pour la partie méanique premier gradient
(degrés de liberté en déplaement ui) ; quatre n÷uds pour la desription de la méanique
pour la partie seond gradient (degrés de liberté sur la déformation mirosopique vij) ;
et huit n÷uds pour la desription de la partie hydraulique (degrés de liberté en pression
d'eau pw). La gure 2.8 montre de façon shématique la dénition de l'élément seond
gradient.
Pour intégrer les équations de la formulation faible ave la méthode de quadrature
de Gauss, nous exprimons toutes les fontions du problème sur l'espae mathématique
de l'élément parent dont les tes du quadrilatère sont de taille unitaire. Ces fontions
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Élément Parent
(plan mathématique)
Élément Courant
(plan physique)+1
+1
-1
-1 0
Figure 2.8  Éléments nis pour un milieu seond gradient.
seront érites sous la forme d'une ombinaison linéaire entre les fontions interpolantes
polynomiales Ni et les degrés de liberté dénis sur les n÷uds . Les déplaements ui et
la pression d'eau pw peuvent don s'érire omme suit :
[
uξ(ξ, η)
uη(ξ, η)
]
=
[
N1 0 N2 0 N3 0 . . . . . . N8 0
0 N1 0 N2 0 N3 . . . . . . 0 N8
]

uξ(−1,−1)
uη(−1,−1)
uξ(0,−1)
uη(0,−1)
uξ(+1,−1)
uη(+1,−1)
. . .
. . .
uξ(−1, 0)
uη(−1, 0)

pw(ξ, η) =
[
N1 N2 N3 . . . . . . N8
]

pw(−1,−1)
pw(0,−1)
pw(−1,+1)
. . .
. . .
pw(−1, 0)

(2.101)
Pour que la valeur nodale des degrés de liberté soit satisfaite, les fontions interpolantes
doivent présenter une valeur unitaire sur les n÷uds de l'élément. Les fontions de forme
pour les déplaements ui et la pression d'eau pw sont les suivantes :
N1 = 0.25 (1− ξ) (1− η) (−1 − η − ξ) N2 = 0.5 (1− ξ2) (1− η)
N3 = 0.25 (1 + ξ) (1− η) (−1 − η + ξ) N4 = 0.5 (1 + ξ) (1− η2)
N5 = 0.25 (1 + ξ) (1 + η) (−1 + η + ξ) N6 = 0.5 (1− ξ2) (1 + η)
N7 = 0.25 (1− ξ) (1 + η) (−1 − η + ξ) N8 = 0.5 (1− η2) (1− ξ)
(2.102)
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Les degrés de liberté de la déformation mirosopique vij sont dénis aux oins de
l'élément.

vξξ(ξ, η)
vξη(ξ, η)
vηξ(ξ, η)
vηη(ξ, η)
 =

M1 0 0 0 . . . M4 0 0 0
0 M1 0 0 . . . 0 M4 0 0
0 0 M1 0 . . . 0 0 M4 0
0 0 0 M1 . . . 0 0 0 M4


vξξ(−1,−1)
vξη(−1,−1)
vηξ(−1,−1)
vηη(−1,−1)
. . .
. . .
vξξ(−1,+1)
vξη(−1,+1)
vηξ(−1,+1)
vηη(−1,+1)

(2.103)
Les fontions des formes sont les suivantes :
M1 = 0.25 (1− ξ) (1− η) M2 = 0.25 (1 + ξ) (1− η)
M3 = 0.25 (1 + ξ) (1 + η) M4 = 0.25 (1− ξ) (1 + η)
(2.104)
Pour les multipliateurs de Lagrange :
λξξ(ξ, η)
λξη(ξ, η)
ληξ(ξ, η)
ληη(ξ, η)
 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


λξξ(0, 0)
λξη(0, 0)
ληξ(0, 0)
ληη(0, 0)
 (2.105)
Les fontions de forme Ni utilisées pour dérire les oordonnées nodales xi en fontion
des oordonnées de l'élément parent sont les mêmes utilisées pour les déplaements.
On parle don d'éléments isoparamétriques
[
xξ(ξ, η)
xη(ξ, η)
]
=
[
N1 0 N2 0 . . . . . . N8 0
0 N1 0 N2 . . . . . . 0 N8
]

xξ(−1,−1)
xη(−1,−1)
xξ(0,−1)
xη(0,−1)
. . .
xξ(−1, 0)
xη(−1, 0)

(2.106)
Matrie de rigidité de l'élément
Pour érire la matrie de rigidité de l'élément il est d'abord néessaire d'érire
haque variable des veteurs [dU(x,y)],
[
dU ⋆(x,y)
]
en fontion des oordonnées ξ, η de
l'élément parent.
∂ui
∂ξ
=
∂ui
∂x1
∂x1
∂ξ
+
∂ui
∂x2
∂x2
∂ξ
∂ui
∂η
=
∂ui
∂x1
∂x1
∂η
+
∂ui
∂x2
∂x2
∂η
(2.107)
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Nous érivons les équations 2.107 sous forme matriielle pour la première omposante
des déplaements.
t(2x2) =

∂x1
∂ξ
∂x2
∂ξ
∂x1
∂η
∂x2
∂η

−1

[
∂u1/∂x1
∂u1/∂x2
]
i
=
[
tij
] [∂u1/∂ξ
∂u1/∂η
]
j[
∂u2/∂x1
∂u2/∂x2
]
i
=
[
tij
] [∂u2/∂ξ
∂u2/∂η
]
j
(2.108)
Il est don possible de rérire l'équation 2.108 pour tous les degrés de liberté du veteur
[dU(x,y)] en utilisant la matrie de transformation tij. De ette manière nous exprimons
une relation entre le veteur [dU(x,y)] et le veteur [dU(ξ,η)] à l'aide de la matrie Tij. Le
veteur [dU(ξ,η)] est omposé par tous les degrés de liberté dans le plan mathématique
de l'élément parent.
[dU(x,y)](25x1) = [T ](25x25) [dU(ξ,η)](25x1)
[
U ⋆,τ1
(ξ,η)
]
i
=
[
∂u⋆,τ11
∂ξ
∂u⋆,τ11
∂η
∂u⋆,τ12
∂ξ
∂u⋆,τ12
∂η
u⋆,τ1
1
u⋆,τ1
2
∂p⋆,τ1w
∂ξ
∂p⋆,τ1w
∂η
p⋆,τ1
w
∂v⋆,τ111
∂ξ
∂v⋆,τ111
∂η
∂v⋆,τ1
12
∂ξ
∂v⋆,τ1
12
∂η
∂v⋆,τ1
21
∂ξ
∂v⋆,τ1
21
∂η
∂v⋆,τ1
22
∂ξ
∂v⋆,τ1
22
∂η
v⋆,τ1
11
v⋆,τ1
12
v⋆,τ1
21
v⋆,τ1
22
λ⋆,τ1
11
λ⋆,τ1
12
λ⋆,τ1
21
λ⋆,τ1
22
]
En dénissant le veteur 0 = [0 0; 0 0] il est possible de dénir la matrie Tij omme
suit :
Tij =

t(2x2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 t(2x2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 I(2x2) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t(2x2) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 t(2x2) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 t(2x2) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 t(2x2) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 t(2x2) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 I(4x4) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I(4x4)

(25x25)
Il ne reste qu'à érire une relation entre les degrés de liberté [dU(ξ,η)] en fontion des
degrés de liberté dénis sur les n÷uds [dUnode]. Pour ela nous introduisons la matrie
de transformation Bij de la façon suivante.
[dU(ξ,η)](25x1) = [B](25x44) [dUnode](44x1) (2.109)
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Le veteur [dUnode] est déni omme suit :
[dUnode]
⊤ = [ duτ11(−1,−1) du
τ1
2(−1,−1) dp
τ1
(−1,−1) dv
τ1
11(−1,−1) dv
τ1
12(−1,−1) dv
τ1
21(−1,−1) dv
τ1
22(−1,−1)
duτ1
1(0,−1)
duτ1
2(0,−1)
dpτ1
(0,−1)
duτ11(+1,−1) du
τ1
2(+1,−1) dp
τ1
(+1,−1) dv
τ1
11(+1,−1) dv
τ1
12(+1,−1) dv
τ1
21(+1,−1)
dvτ1
22(+1,−1)
duτ1
1(+1,0)
duτ1
2(+1,0)
dpτ1
(+1,0)
duτ11(+1,+1) du
τ1
2(+1,+1) dp
τ1
(+1,+1) dv
τ1
11(+1,+1) dv
τ1
12(+1,+1) dv
τ1
21(+1,+1) dv
τ1
22(+1,+1)
duτ1
1(0,+1)
duτ1
2(0,+1)
dpτ1
(0,+1)
duτ1
1(−1,+1)
duτ1
2(−1,+1)
dpτ1
(−1,+1)
dvτ1
11(−1,+1)
dvτ1
12(−1,+1)
dvτ1
21(−1,+1)
dvτ1
22(−1,+1)
duτ1
1(−1,0)
duτ1
2(−1,0)
dpτ1
(−1,0)
dλτ1
11(0,0)
dλτ1
12(0,0)
dλτ1
21(0,0)
dλτ1
22(0,0)
]
(44x1)
(2.110)
An d'exprimer la matrie [Bij] nous dénissons les sous-matries a
k,l
ij
, bk
ij
et cij (équa-
tions 2.111, 2.112.a et 2.112.b). Les indies k,l sont utilisés pour identier le nombre
des fontions de forme envisagées pour la partie hydroméanique (indie k) et la partie
seond gradient (indie l). Dans es matries nous avons indiqué les dérivées partielles
par rapport à ξ et η ave les symboles ∂ξ (•) et ∂η (•).
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[
ak,l
ij
]
=

∂ξNk 0 0 0 0 0 0
∂ηNk 0 0 0 0 0 0
0 ∂ξNk 0 0 0 0 0
0 ∂ηNk 0 0 0 0 0
Nk 0 0 0 0 0 0
0 Nk 0 0 0 0 0
0 0 ∂ξNk 0 0 0 0
0 0 ∂ηNk 0 0 0 0
0 0 Nk 0 0 0 0
0 0 0 ∂ξMl 0 0 0
0 0 0 ∂ηMl 0 0 0
0 0 0 0 ∂ξMl 0 0
0 0 0 0 ∂ηMl 0 0
0 0 0 0 0 ∂ξMl 0
0 0 0 0 0 ∂ηMl 0
0 0 0 0 0 0 ∂ξMl
0 0 0 0 0 0 ∂ηMl
0 0 0 Ml 0 0 0
0 0 0 0 Ml 0 0
0 0 0 0 0 Ml 0
0 0 0 0 0 0 Ml
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

(2.111)
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[
bk
ij
]
=

∂ξNk 0 0
∂ηNk 0 0
0 ∂ξNk 0
0 ∂ηNk 0
Nk 0 0
0 Nk 0
0 0 ∂ξNk
0 0 ∂ηNk
0 0 Nk
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

[cij] =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

(2.112)
La matrie [Bij] peut ainsi se dénir omme suit :
[Bij](25x44) =
[
a1,1
(25x7)
b2
(25x3)
a3,2
(25x7)
b4
(25x3)
a5,3
(25x7)
b6
(25x3)
a7,4
(25x7)
b8
(25x3)
c(25x4)
]
(2.113)
En utilisant l'équation 2.83 il est possible d'érire l'équation de rigidité de l'élément
kelem.∫
Ωτ1elem
[
U ⋆,τ1
(x,y)
] [
Eτ1
(x,y)
] [
dU τ1
(x,y)
]
dΩτ1 =
= [U ⋆,τ1node]
⊤
{∫ +1
−1
∫ +1
−1
[B]⊤ [T ]⊤
[
Eτ1(x,y)
]
[T ] [B] J τ1 dξdη
}
[dU τ1node] =
= [U ⋆,τ1
node
]⊤ [kτ1
elem
] [dU τ1
node
]
kelem
(44x44)
= [B]⊤
(44x25)
[T ]⊤
(25x25)
[E(x,y)](25x25) [T ](25x25) [B](25x44) J
τ1
(2.114)
J τ1 représente le déterminant de la matrie t−1ij (équation 2.108).
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Fores hors d'équilibre
An d'érire le terme de droite de l'équation 2.83 de façon algébrique, nous alulons
le résiduel de la façon suivante :
−R⋆,τ1 − S⋆,τ1 −W ⋆,τ1 =
= W ⋆,τ1
ext
−
∫
Ωτ1
[
∂u⋆
i
∂xτ1j
∂p⋆
w
∂xτ1j
p⋆
w
∂v⋆
ij
∂xτ1k
v⋆
ij
λ⋆
ij
]

στ1ij − λτ1ij
mτ1
i
M˙ τ1
Στ1ijk
λτ1
ij
∂uτ1i
∂xτ1
j
− vτ1
ij

dΩτ1 =
= W ⋆,τ1
ext
−
∫
Ωτ1
[
U ⋆,τ1
(x,y)
]⊤
i
[στ1]
i
dΩτ1 =
= W ⋆,τ1
ext
− [U ⋆,τ1
node
]⊤
{∫
−1
+1
∫
−1
+1
[Bτ1]⊤ [T τ1]⊤ [στ1] J τ1dξ dη
}
= [U ⋆,τ1
node
]⊤ [f τ1
elem
]
−R⋆,τ1 − S⋆,τ1 −W ⋆,τ1 = [U ⋆,τ1
node
]⊤ [f τ1
elem
] (2.115)
En substituant dans l'équation 2.83 les équations 2.114 et 2.115, nous obtenons les équa-
tions algébriques qui onernent un élément du domaine disrétisé (équation 2.116).
[U ⋆,τ1elem ]
⊤ [ kτ1elem ] [ dU
τ1
elem ] = − [U ⋆,τ1elem ]⊤ [ f τ1elem ] (2.116)
f τ1
elem
représente le veteur de fore hors d'équilibre d'un élément.
Équations globales des éléments nis
Il est possible de rérire l'équation 2.116 selon la numérotation globale des n÷uds
pour le problème étudié. Puisqu'un élément partage ses n÷uds ave les éléments au-
tour de lui, nous additionnons tous les termes de k⋆,τ1
elem
et f τ1
elem
onernant les n÷uds
en ommun ave les éléments auxquels il appartiennent. Cette opération est appelée
assemblage du système (équation 2.117).
Kτ1global =
n◦elem
A
el=1
kτ1el F
τ1
global =
n◦elem
A
el=1
F τ1el (2.117)
De ette façon nous arrivons à érire le système linéaire du problème.[
U ⋆,τ1global
]⊤ [
Kτ1global
] [
dU τ1global
]
= − [U ⋆,τ1global ]⊤ [F τ1global ][
U ⋆,τ1
global
]
⊤
{[
Kτ1
global
] [
dU τ1
global
]
+
[
F τ1
global
]}
= 0[
Kτ1
global
] [
dU τ1
global
]
+
[
F τ1
global
]
= 0 (2.118)
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Nous rappelons que la linéarisation du problème ontinu a été faite en envisageant
deux ongurations du milieu Ωτ1 et Ωτ2, très prohes entre elles. La première peut
être onsidérée omme une onguration obtenue pendant l'itération i d'un algorithme
de Newton-Raphson pour laquelle la valeur résiduelle des équations d'équilibre et de
bilan n'est pas prohe de zéro. La onguration Ωτ2 peut être onsidérée omme elle
à l'itération i=i+1 pour laquelle le résidu s'annule.
De ette façon l'équation 2.119 peut être utilisée pendant le proessus itérative de
Newton-Raphson en atualisant la onguration atuelle à l'itération i ave les orre-
tions nodales
[
δ U t
i
global
]
. [
Kt
i
global
] [
δ U t
i
global
]
+
[
F t
i
global
]
= 0 (2.119)
De façon shématique nous présentons dans le tableau 2.2 l'algorithme de résolution
d'un problème aux éléments nis pour le logiiel utilisé dans la suite de ette thèse
(Lagamine, Université de Liège).
Calul des paramètres de onvergene
Pour vérier que la onguration atualisée par les orretions nodales
[
δ U t
i
global
]
mène à des solutions équilibrées il est néessaire de aluler un paramètre qui dépende
des fores nodales hors d'équilibre (onvergene en fore) ainsi qu'un paramètre qui
dépend des orretions nodales (onvergene en déplaement).
Le ritère de onvergene envisagé est basé sur une norme eulidienne à la fois des
fores nodales hors d'équilibre et des orretions nodales à haque itération. On alule
ainsi :
FNORM(jDDL) =
noeuds∑
i=1
F 2
i
=⇒ NFOR(jDDL) (2.120)
RNORM(jDDL) =
noeuds∑
i=1
R2i =⇒ NREA(jDDL) (2.121)
FNORM et RNORM représentent le arré de la norme eulidienne réspetivement sur
les fores nodales et les réations nodales dénies pour haque degré de liberté alors
que NFOR et NREA représentent le nombre des n÷uds pour lequel une fore et une
réation nodale sont dénies.
En regroupant les fores et les réations nodales pour le degrés de liberté premier
gradient (FNOR(1)), hydraulique (FNOR2), seond gradient (FNOR3), nous obtenons
les équations suivantes :
FNOR(1) = FNORM(1) + FNORM(2)
FNOR(2) = FNORM(3)
FNOR(3) = FNORM(4) + FNORM(5) + FNORM(6) + FNORM(7)
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RNOR(1) = RNORM(1) + RNORM(2)
RNOR(2) = RNORM(3)
RNOR(3) = RNORM(4) + RNORM(5) + RNORM(6) + RNORM(7)
En regroupant le nombre des n÷uds où les fores nodales et les réations sont dénies
nous arrivons aux équations suivantes :
NFO(1) = NFOR(1) + NFOR(2)
NFO(2) = NFOR(3)
NFO(3) = NFOR(4) + NFOR(5) + NFOR(6) + NFOR(7)
NRE(1) = NREA(1) + NREA(2)
NRE(2) = NREA(3)
NRE(3) = NREA(4) + NREA(5) + NREA(6) + NREA(7)
Finalement le paramètre de onvergene en fore est alulé ainsi (équation 2.122).
fconve =
{
1
3
3∑
i=1
[(
FNOR(i)
NFO(i)
)(
RNOR(i)
NRE(i)
)
−1]} 12
(2.122)
Le paramètre de onvergene en déplaement est alulé à partir de la norme dénie
sur les orretions nodales
[
δU t
i]
et sur les inréments de déplaement
[
∆U t
i]
sur le
pas, 'est-à-dire entre les temps tn−1 et tn
i
.
UNORM(jDDL) =
noeuds∑
j=1
[
δU t
i
]2
j
DNORM(jDDL) =
noeuds∑
j=1
[
∆U t
i
]2
j
En regroupant tous les degrés de liberté nous obtenons les équations suivantes :
UNOR(1) = UNORM(1) + UNORM(2)
UNOR(2) = UNORM(3)
UNOR(3) = UNORM(4) + UNORM(5) + UNORM(6) + UNORM(7)
DNOR(1) = DNORM(1) +DNORM(2)
DNOR(2) = DNORM(3)
DNOR(3) = DNORM(4) +DNORM(5) +DNORM(6) +DNORM(7)
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Le paramètre de onvergene en déplaement est alulé ainsi (équation 2.123).
dconve =
[
1
3
3∑
i=1
(
UNOR(i)
DNOR(i)
)] 12
(2.123)
À la n de haque itération, les paramètres de onvergene en fores fconve et en déplae-
ments dconve sont omparés ave des données qui représentent la preision numérique en
fore et en déplaement an de pouvoir établir si le problème aux éléments nis vérie
de façon satisfaisante l'équilibre et le bilan de masse pour haque pas de temps.
Le logiiel utilisé pour résoudre un problème aux éléments nis (Lagamine, Uni-
versité de Liège) permet de dénir d'autres normes pour le alul du paramètre de
onvergene (équations 2.124).
FNORM(jDDL) =
noeuds∑
i=1
| Fi |
FNORM(jDDL) = max (Fi)
(2.124)
Les aluls présentés dans la partie III et IV ont été faits ave la norme dénie dans
l'équation 2.120 pour les fores et les degrées de liberté.
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1. Conguration initiale : ontrainte σ
tn−1
ij double ontrainte Σ
tn−1
ij , oordonnées
nodales x
tn−1
i et pression d'eau p
tn−1
w
2. Hypothèse sur la onguration nale Ωtn . Début de l'itération i
3. Boule sur les éléments
(a) Boule sur le nombre de points de Gauss
i. Intégration des lois de omportement
I
pour la inématique première
gradient et seond gradient. Calul des ontraintes eetives ∆σ
′,tin
ij et
des doubles ontraintes ∆Σ
tin
ij .
ii. Mise à jour des ontraintes et des variables d'état.
iii. Calul des matries tangentes onsistantes C t
i
n
et Dt
i
n
par une méth-
ode de perturbation.
iv. Calul du ux massique m
tin
i et de la variation de masse uide M˙
tin
pour le milieu poreux envisagé.
(b) Calul des ontraintes totales ∆σ
tin
ij = ∆σ
′,tin
ij − ptinw
() Calul de la matrie de rigidité de l'élément k
tin
elem
(d) Calul des fores nodales hors d'équilibre f
tin
elem
4. Assemblage de la matrie globale de rigiditéK
tin
global et des fores hors d'équilibre
F
tin
elem
5. Calul des orretions nodales en résolvant le système linéaire
[
K
tin
global
] [
δU
tin
global
]
= −
[
f
tin
global
]
6. Calul des paramètres de onvergene dconve et fconve (équations 2.122 et 2.123).
7. Test de onvergene :
(a) Si [(dconve < toll
depl) et (fconve < toll
forces)] =⇒ GO TO 8
(b) Si [(dconve > toll
depl) et (fconve > toll
forces)] =⇒ i = i+ 1, GO TO 2
8. Fin du pas de temps
Table 2.2  Algorithme de Newton-Raphson pour la méthode des éléments nis.
I. Pour le as de l'homogénéisation numérique étudié dans la partie IV, l'intégration de la loi de
omportement implique le alul de ∆σ
tin
ij mais aussi de m
tin
i et de M˙
tin
puisque le ouplage hydromé-
anique du milieu est omplètement déni à partir de la mirostruture. Pour e as il n'est pas
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2.5 Problème de perte d'uniité de la solution
2.5.1 Le problème numérique
Le prinipe d'exlusion de Hill [81℄ peut être utilisé pour assurer l'uniité de la
solution pour un problème aux limites. Si e théorème n'est pas satisfait auune onsi-
dération théorique onernant l'uniité ne peut pas être envisagée. Cependant il est
toujours possible de montrer qu'un problème aux limites a plusieurs solutions lorsqu'on
essaie d'en trouver numériquement.
Selon la façon ave laquelle nous initialisons l'algorithme de Newton-Raphson sur
un pas de temps il est possible de mener le problème numérique à trouver des solutions
diérentes. Un exemple simple qui peut élairir e onept est montré en gure 2.9
pour une fontion à une variable. Cette gure montre que, suivant le hoix de la valeur
initiale xn=0 l'algorithme de Newton-Raphson arrive à trouver les diérentes raines de
la fontion y = f(x).
Figure 2.9  Algorithme de Newton-Raphson pour une fontion à une variable y = f(x)
À partir des valeurs d'initialisation de l'algorithme, il est possible de dénir le bassin
d'attration des solutions, 'est-à-dire l'ensemble des valeurs initiales qui onduisent à
une des solutions possibles. Le bassin d'attration pour la fontion 2.125 dénie dans
le hamp des nombres omplexes est montré en gure 2.10.
x5 − 1 = 0 (2.125)
La fratale est délimitée par les valeurs d'initialisation qui rendent l'algorithme instable.
Nous avons hoisi et exemple puisqu'il montre déjà de façon laire la omplexité d'un
néessaire de aluler auune ontrainte eetive.
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problème de non uniité pour une fontion à un degré de liberté. Le problème de non
uniité d'un problème aux limites est bien plus omplexe que l'exemple montré en
gure 2.9 étant donné qu'il est aratérisé par des millièmes de degrés de liberté.
Figure 2.10  Bassin d'attration pour la fontion x5 − 1 = 0 dans le plan omplexe :
fratale de Newton-Raphson
Il est possible, même pour un problème résolu ave les éléments nis à l'aide
d'un algorithme de Newton-Raphson, d'arriver à montrer diérentes solutions pour
le même problème aux limites suivant l'hypothèse faite sur l'initialisation des oordon-
nées nodales pour haque pas de temps.
Généralement l'initialisation des degrés de liberté est faite en utilisant un hamp de
vitesse. Diérentes hypothèses peuvent se faire sur le hamp de vitesse à utiliser an
d'initialiser l'algorithme de Newton-Raphson :
1. Champ de vitesse du pas préédente :
À la première itération de haque pas de temps nous faisons l'hypothèse que tous
les degrés de liberté se déplaent à partir du hamp des vitesses du pas préédent
(équation 2.126).
xn
i=1
j = x
n−1
j + v
n−1
j ∆t (2.126)
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Il semble don lair que si nous résolvons numériquement le même problème aux
limites mais en utilisant des disrétisations temporelles diérentes en hangeant
la taille du pas de temps, l'initialisation des degrés de liberté sur le pas sera
diérente et don il est possible que le problème trouve des solutions diérentes.
2. Tirage aléatoire en vitesse :
Cette tehnique onsiste à dénir de façon aléatoire le hamp de vitesse à partir
duquel le problème numérique initialise les degrés de liberté à la première itéra-
tion. Ce faisant le problème est soumis à une perturbation qui peut faire hanger
le hemin de reherhe de la solution dans d'autres solutions possibles. Cette
tehnique est utilisée par Besuelle et al. dans [27℄ où la non-uniité du problème
est traitée pour des essais biaxiaux.
3. Initialisation des vitesses par un hier donné :
Il est possible d'initialiser le hamp des vitesses en l'érivant sur un hier donné.
De ette manière on pourrait imposer au problème numérique le hamp de vitesse
mesuré expérimentalement ave la tehnique de la orrélation d'image (digital im-
age orrélation DIC). Cette méthode peut être utilisée pour vérier s'il est possible
de reproduire numériquement les bandes de isaillement observées expérimentale-
ment en hoisissant une loi de omportement donnée pour le matériau d'étude.
Dans le hapitre 5 une étude de non-uniité est proposée en utilisant omme initia-
lisation de l'algorithme de Newton-Raphson la méthode dérite dans le point 1 (hamp
de vitesse du pas préédente). Dans e hapitre nous étudions un problème aux limites
déni sur un ylindre reux. Nous allons montrer qu'en hangeant les données de l'al-
gorithme qui gère la taille du pas ∆t, il est possible de trouver des solutions en bandes
de isaillement diérentes dans le temps et dans l'espae.
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Troisième partie
Théorie de l'élasto-plastiité :
une loi de omportement anisotrope

Chapitre 3
L'anisotropie dans les géomatériaux
3.1 L'anisotropie dans les géomatériaux
3.1.1 Notions d'anisotropie dans les géomatériaux
Un matériau peut être onsidéré anisotrope si ses propriétés méaniques sont dépen-
dantes de ertaines diretions propres à sa struture. Les premiers à donner une dis-
tintion sur la nature des propriétés anisotropes des sols ont été Casagrande et Carrillo
en 1944 [35℄ qui ont aratérisé l'anisotropie de deux façons diérentes :
1. Anisotropie induite :
Elle est dénie omme étant "... ausée exlusivement aux déformations assoiées
à un état des ontraintes imposées sur le matériau."
2. Anisotropie intrinsèque ou initiale :
Elle est dénie omme étant "...due aux strutures internes du matériau et om-
plètement indépendantes des déformations appliquées au matériau."
Plusieur auteurs ont essayé d'étudier l'anisotropie dans un point de vue experimen-
tale. En 1972, Oda [112℄, [113℄ remarque qu'en préparant par pluviation un matériau
granulaire et en hoisissant des grains bien arrondis, le omportement méanique du
matériau granulaire présente une forte anisotropie initiale. Oda montre aussi que le
omportement anisotrope dépend des orientations préférentielles le long des axes des
grains et hange fortement au ours d'un essai où sont imposées des déformations de i-
saillement. En 1985, Oda propose des essais de ompression biaxiale an de aratériser
l'anisotropie induite dans les matériaux granulaires. Il arrive à montrer que pendant
l'essai la densité des ontats normaux tend à augmenter le long de la diretion de
ontrainte maximale prinipale. Il fait l'hypothèse que l'anisotropie induite par un par-
ours de ontrainte dépend prinipalement de la distribution des ontats normaux, de
la forme des grains et des vides.
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Wong et Arthur en 1985 [153℄ aratérisent pour les matériaux granulaires l'aniso-
tropie intrinsèque omme dépendante du proessus de déposition et de la dimension
aratéristique des grains. An de séparer les eets dus à l'anisotropie induite et in-
trinsèque, Wong et Arthur ont réalisé des essais sur un appareil de isaillement dire-
tionnel (DSC) ave le sable Leighton Buzz. Il est ainsi possible de séparer les eets
de l'anisotropie induite et de elle intrinsèque puisque la diretion de remplissage par
pluviation est orthogonale au plan des déformations sur lequel le matériau atteigne un
état isotrope. Les auteurs peuvent alors montrer que la résistane drainée au isaille-
ment est indépendante de l'anisotropie induite mais qu'elle varie ave la omposante
intrinsèque. Ils montrent aussi que les déformations irréversibles de isaillement sont
fortement inuenées par le degré d'anisotropie induite.
Crampin [47℄ a indiqué que les propriétés anisotropes des rohes sont ausées par
diérents fateurs tels que l'alignement des ristaux, les séquenes régulières des ouhes
subtiles, les eets des ontraintes induites, ou les alignements de ssures. Toutefois, il
est très diile pour les géomatériaux de faire une distintion laire entre l'anisotropie
induite et intrinseque, qui semble rester sur un plan théorique. Il est en eet toujours
possible de penser aux aratéristiques mirostruturales du matériau responsable de
l'anisotropie intrinsèque omme une onséquene de l'histoire des déformations auquel
le matériau est soumis.
3.1.2 Modélisation de l'anisotropie : loi de omportement
Pour dérire le omportement anisotrope des géomatériaux, il est néessaire d'en-
visager des lois onstitutives dans lesquelles on puisse introduire une dépendane des
diretions préférentielles qui aratérisent l'anisotropie du matériau. Pour ela Boehler
[22℄ suggère d'érire la loi de omportement de façon générale selon l'équation 3.1.
σij = F (dij, ζij) (3.1)
σij représente la ontrainte de Cauhy, dij un hargement et ζij un tenseur de stru-
ture qui traduit les propriétés du matériau responsable de l'anisotropie (Tamagnini
[135℄). Ce tenseur est aratérisé par des symétries qui oïnident ave elles de la
mirostruture.
Il est don possible de lassier un matériau à partir de transformations orthogo-
nales Qij qui ne font pas hanger sa réponse méanique. Ces transformations formeront
le groupe de symétries du matériau s'ils satisfont l'équation 3.2.
σˆ = F (d,QζQ⊤) = F (d, ζ) = σ (3.2)
Dans le adre de l'élastoplastiité, la desription de l'anisotropie exige l'introdution
d'un ou plusieurs tenseurs de struture qui peuvent être introduits à la fois au niveau
des paramètres matériaux et au niveau des variables d'état. Les tenseurs de struture
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peuvent avoir des eets sur le omportement élastoplastique du milieu de deux manières
diérentes :
 En introduisant des paramètres matériaux qui déterminent l'anisotropie au niveau
du omportement l'élastique.
 En onsidérant une surfae de harge et un potentiel plastique qui dépendent
aussi des tenseurs de struture.
Tamagnini [135℄ souligne qu'il est ainsi possible de modéliser l'anisotropie intrinsèque et
induite. Dans le premier as, nous envisageons que le tenseur de struture reste onstant
pendant l'évolution des déformations plastiques. Dans le deuxième, l'anisotropie est
dérite en introduisant des tenseurs du deuxième ordre (tenseurs de struture) dans
l'ensemble des variables internes an de modéliser l'évolution de la fontion de harge
au ours du proessus de déformation.
Dans la setion suivante nous dérivons les propriétés de l'argile de Boom, une
rohe argileuse qui montre un omportement méanique fortement anisotrope. An
de modéliser e matériau, nous présentons dans le hapitre 4 une loi de omporte-
ment élastoplastique qui se propose d'introduire l'anisotropie au niveau élastique, en
hangeant l'élastiité linéaire isotrope en transversalement isotrope. Dans ette ap-
prohe nous dérivons l'anisotropie de l'argile de Boom de façon purement intrinsèque
en supposant que la omposante induite est négligeable.
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3.2 Les rohes argileuses
De façon générale, les rohes peuvent être lassiées selon le proessus de formation
qui les aratérisent. Shématiquement, il est possible d'en envisager trois atégories
prinipales :
 Rohes magmatiques :
Ce sont des rohes qui se forment par refroidissement de magma.
 Rohes sédimentaires :
Ce sont des rohes qui se forment par aumulation de sédiments qui se déposent
en ouhes.
 Rohes métamorphique :
Ce sont des rohes formées par reristallisation de rohes sédimentaires et magma-
tiques sous l'ation de la température et de la pression.
Il est don possible de onsidérer les rohes argileuses omme des rohes sédimentaires
formées par déposition de ouhes suessives des minéraux argileux qui proviennent de
l'altération de rohes préexistantes. Elles représentent la atégorie la plus importante
des rohes sédimentaires, en pourentage du 50% au 75%. Parmi elles-i, nous pouvons
distinguer les argiles raides, les argiles fortement onsolidées, les marnes et les argilites.
Exepté les argilites très ompates et très profondes, la pluspart des rohes argileuses
appartiennent à la atégorie des rohes tendres (Coll [42℄).
Grâe à ses propriétés physiques et méaniques, l'argile de Boom, en Belgique a été
onsidérée omme un site adapté au stokage des déhets radioatifs. Dans la setion
qui suit, nous allons présenter les propriétés prinipales de ette rohe.
3.3 L'argile de Boom
L'argile de Boom est une rohe argileuse d'origine marine formée au ours de l'ère
Tertiaire il y a 30 millions d'années. Ce massif roheux est situé en Belgique prin-
ipalement dans le Bassin de la Campine. Une perméabilité très basse, une stabilité
depuis des millions d'années et des propriétés de iatrisation importante font de ette
rohe une bonne andidate au stokage de déhets radioatifs à l'intérieur de galeries
profondes.
L'objetifs de es ouvres est de protéger la biosphère d'une possible ontamination
des radionuléides pour que le relâhement des éléments radioatifs puisse avoir lieu
sur une éhelle de temps ompatible ave leur période de déroissane. La gure 3.1
donne une idée de l'inrément de la température dû au hauage des déhets.
Pour ette raison, le Groupement d'intérêt Éonomique EURIDICE fondé en 1995
par le SCK-CEN (Centre d'Etude de l'Energie Nuléaire belge) et NIRAS-ONDRAF, a
nané plusieurs projets pour mieux omprendre le omportement des rohes argileuses.
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Temps  [ years ]
Figure 3.1  Inrément de la température en fontion du temps (First training ourse,
TIMODAZ projet 2007)
Un laboratoire de reherhe souterrain a été onstruit dans le site de Mol (gure 3.2)
dans une ouhe de Boom Clay de 110 m, à une profondeur de 223 m.
Une étude bibliographique sur l'argile de Boom a été proposée par Coll [42℄ dans
son travail de thèse. Nous en donnons une brève synthèse an de donner les lignes
générales du omportement hydroméanique de l'argile de Boom.
La omposition minéralogique de l'argile de Boom montre des diérenes signiatives
selon la profondeur à laquelle les éhantillons sont prélevés, qui fait hanger les pro-
priétés physiques et méaniques du matériau. Romero [122℄, en omparant es résultats,
propose la omposition suivante :
 Fration argileuse 55% :
50% omposé d'Illite, 30% de Smetite, interstratiés d'Illite-Smetite et des
Kaolinites d'environ 10%.
 Fration non argileuse 25% :
essentiellement omposée de quartz et de feldspath.
 Pyrite, alite et arbonate en faible quantité.
L'analyse au mirosope életronique (Dehandshutter et al. [51℄) ombinée à l'analyse
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Figure 3.2  Site de Mol : massif roheux de Boom Clay
des ourbes de distribution des tailles de pore (essais au porosimètre merure) montre
que l'argile de Boom est un matériau non imenté, légèrement suronsolidé et dont
les partiules sont alignées de manière préférentielle parallèlement à la stratigraphie.
L'argile de Boom se aratérise par un omportement plastique, raide, suronsolidé,
très peu perméable et ayant un fort potentiel de gonement. Les propriétés physiques
et hydroméaniques sont présentées dans le tableau 3.3 suite à plusieurs travaux ex-
périmentaux faits par Horseman et al. [83℄, Baldi et al. [10℄ Bernier et al. [19℄.
L'état de ontrainte lithostatique à la profondeur du laboratoire de Mol est de
σv = 4.5 MPa ave un oeient de pression des terres au repos de ko = 0.9 à une
pression hydrostatique de pw = 2.2 MPa (Selfra report [43℄). La valeur des limites
d'Atterberg indique que l'argile de Boom est de onsistane très plastique. L'indie de
liquidité vaut en moyenne 0 e qui indique que l'argile naturelle est raide. L'argile de
Boom est aratérisée par une très faible perméabilité ; le temps pour atteindre une on-
solidation omplète d'un éhantillon peut don être très long. Il varie d'une semaine
pour un essai de ompression isotrope de 2.3 MPa jusqu'à plus d'un mois pour des
valeurs de la ontrainte plus élevées (Horseman [83℄). En étudiant le omportement vo-
lumique en fontion de la ontrainte de onsolidation pour des hemins de ompression
÷dométrique et isotrope, il est possible de faire les onsidérations suivantes :
 L'argile de Boom est aratérisée par un gonement important aux faibles on-
traintes.
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Figure 3.3  Propriété physique et hydroméanique de l'argile de Boom à l'état naturel
(z=223m)
 Le omportement suronsolidé et normalement onsolidé est lairement déni.
 Le domaine suronsolidé est aratérisé par des déformations irréversibles assez
faibles jusqu'à des niveaux de ontrainte de l'ordre de 10 MPa.
Plusieurs essais de ompression ÷dométrique ont été réalisées par Horseman [83℄ sur
des éhantillons prélevés à 247 mètres de profondeur en faisant des yles de harge-
déharge. Une pression de onsolidation moyenne de l'ordre de 6 MPa et un OCR
de 2.4 ont été déterminés. Ces essais ont permis d'obtenir un oeient de ompres-
sibilité à la harge moyenne Cc et un oeient de gonement moyen Cs de Cc = 0.41
et Cs = 0.1 respetivement. Toutes les études mettent en évidene des déformations
volumiques négatives dues au gonement du matériau pour des faibles niveaux de on-
trainte ÷dométrique et isotrope.
Les essais de ompression triaxiale présentés dans la littérature indiquent que le om-
portement à la rupture de l'argile de Boom naturellement saturée dépend fortement
du niveau de la ontrainte moyenne eetive initiale p′
O
, des onditions de drainage et
de la struture. En onditions drainées et à basse ontrainte, la ourbe présente un
pi au-delà duquel la déviateur hute jusqu'à une valeur résiduelle. Le omportement
volumique est initialement dilatant puis ontratant dans la zone post-pi. Lorsque p′O
augmente, le pi du déviateur des ontraintes est de moins en moins marqué et un
omportement à plateau se développe (gure 3.5).
En onditions non-drainées, la ourbe déviateur-déformation axiale présente un pi
marqué même pour des états de ontrainte eetive isotrope élevée. Baldi et al. [10℄
n'observent plus de radouissement au-delà-de 3.77 MPa alors que Horseman et al. [83℄
obtiennent enore un pi très marqué pour p′0=5.42 MPa. Les deux ampagnes expéri-
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mentales ont été réalisées sur des éhantillons provenant de diérentes profondeurs e
qui peut là enore expliquer les diérenes observées.
Dans les essais triaxiaux réalisés par Horseman, Baldi et Coop, on observe systéma-
tiquement deux plans de isaillement à une orientation moyenne de 49
◦
et 40
◦
. Une
analyse ultérieure au mirosope életronique révèle une réorientation des partiules
d'argile le long des plans de isaillement. L'épaisseur des bandes de isaillement varie
de 40 µm à 100 µm.
Piriyakul [117℄ a proposé une ampagne expérimentale (essais triaxiaux) an de
aratériser le omportement élastique de l'argile de Boom en petites déformations
(déformations inférieures à 10−3%). Certains résultats sont montrés en gure 3.4. Les
éhantillons ont été prélevés sur le site de Sint-Katelijne-wave en Belgique où une
ouhe d'argile aeure en surfae de façon homogène.
Étant donné que l'élastiité transversale peut bien dérire le omportement réversible
de ette rohe, les modules de Young, les modules de isaillement et les oeients de
Poisson ont été mesurés en utilisant des jauges et des bender-éléments.
Par la suite, ave plusieurs essais réalisés ave diérents parours de hargement,
Piriyakul mesure l'évolution des paramètres élastiques de l'anisotropie transversale en
fontion du taux de déformation en montrant un omportement fortement non-linéaire
déjà dans un régime de petites déformations.
Figure 3.4  Résultat obtenus par Piriyakul K. [117℄
Ces résultats onrment que l'anisotropie transversale peut bien être prise en ompte
pour modéliser le omportement de l'argile de Boom. En négligeant la forte non-
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linéarité en régime élastique dans la partie III, l'élastiité linéaire transversale est
onsidérée dans le adre d'une loi de omportement élasto-plastique.
Figure 3.5  Essais de ompression triaxiale drainés sur l'argile de Boom : v
dépla
= 0.001
mm/min, HO=7.6m (Baldi et al. [10℄).
a) b)
Figure 3.6  Essais de ompression triaxiale drainés sur l'argile de Boom : a) Éhantillon
prélevé à 240m (Baldi [10℄), b) Éhantillon prélevé à 247m (Horseman [83℄).
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3.4 Résultats expérimentaux sur un ylindre reux
Grâe à ses propriétés méaniques et hydrauliques, l'argile de Boom à été onsidérée
omme une des possibles andidates pour aueillir le stokage des déhets radioatifs
dans des galeries profondes. La réalisation de es galeries profondes provoque une va-
riation onsidérable des propriétés hydroméaniques de la rohe hte qui peut mettre
en doute la sûreté du stokage. Tsang et al. [140℄ shématisent la réalisation de et
÷uvre en onsidérant quatre étapes suessives :
1. L'exavation du forage délenhe la propagation de disontinuités en terme de
fratures en isaillement et joints en trations. La zone intéressée par es phénomènes
d'endommagement (EDZ) est elle aratérisée par une majeure modiation des
propriétés hydroméaniques de la rohe.
2. À ause de la ventilation de la galerie, le forage est soumis à une désaturation
progressive.
3. Dès que le forage est fermé, la rohe subit une augmentation de température
durant plusieurs entaines d'années à ause de la présene des déhets radioatifs.
4. La orrosion des onteneurs de déhets provoque une aumulation de gaz.
Le projet européen de reherhe Timodaz s'est proposé omme objetif d'étudier le
proessus d'endommagement et d'éoulement dans les galeries profondes utilisées pour
stoker les déhets nuléaires. Dans es études, l'impat thermique dû à l'émission des
radiations des déhets est aussi envisagé.
3.4.1 Le Projet Timodaz
Pour reproduire expérimentalement le omportement de la rohe à une éhelle de
laboratoire, des expérienes sur un ylindre reux ont été réalisées par le Laboratoire de
Méanique des Rohes (EPFL Lausanne) sur l'argile de Boom. Les détails onernant
l'appareil éxperimentale sont montrées en gure 3.7. Ces essais permettent d'étudier
la zone endommagée autour du forage suite à une déharge de l'intérieur du ylindre
reux [90℄. Le hargement prévu est divisé en quatre phases (gure 3.8) :
O) État de ontrainte in situ.
Cette première phase a pour objetif de reporter l'état de ontrainte du matériau
in situ. Cette phase est omposée par un hargement initial où on arrive à un état
de ontrainte σtot = 4.5 MPa et une pression d'eau pw = 2.2 MPa. Un temps de
onsolidation est ménagé pour rétablir l'équilibre hydraulique. À la n de ette
phase l'éhantillon est soumis à un état de ontrainte purement isotrope.
A) Déhargement du forage.
Pour modéliser la zone endommagée autour du tunnel pendant le reusement,
la ontrainte totale et la pression d'eau sont déhargés en 70 minutes jusqu'à
σtot = 1.0 MPa et pw = 0.6 MPa.
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Figure 3.7  Détails de l'appareil éxperimentale utilisé pour les experienes sur un ylindre
reux (Univeristé de Lausanne (EPFL))
B) Éoulement uide : Les onditions de hargement imposées dans la phase préé-
dente sont laissées onstantes pour un temps de 11 heures et 20 minutes. De ette
façon il est possible de faire dissiper les inréments des pressions d'eau et rétablir
de nouveau l'équilibre hydraulique.
C) Chargement thermique : Après avoir diminué la pression d'eau à l'intérieur du
forage (pw = 0.1 MPa), un hargement thermique de 85
◦
C a été prévu pour
une heure. Après ette phase, la température à l'intérieur du forage est amenée
jusqu'à 20
◦
C en quatre jours.
Sans déplaer l'éhantillon, une étude de la perméabilité et une tomographie à rayons
X avant et après l'essai est aussi réalisée de telle manière qu'une analyse quantitative
des déplaements puisse être faite.
Diérents essais ont été réalisés sur l'argile de Boom. Dans tous les as, la phase C n'a
pas pu être appliquée à ause de ertains problèmes tehniques qui se sont présentés
98
3.4. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX SUR UN CYLINDRE CREUX
Figure 3.8  Chargement du ylindre reux : essais du laboratoire LMR (EPFL)
sur l'éhantillon. Les phases A et B préédemment dérites seront modélisées dans le
hapitre 5 de ette thèse.
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Chapitre 4
Une loi de omportement Anisotrope
4.1 Introdution
Dans e hapitre nous présentons une loi onstitutive ayant pour objetif la desri-
ption du omportement anisotrope des rohes argileuses prévues pour le stokage des
déhets radioatifs, notamment l'argile de Boom.
C'est le modèle Plasol qui a été envisagé an de modéliser le omportement du
matériau ave la théorie de l'élasto-plastiité, modèle qui se base sur un ritère de
Druker-Prager ave deux méanismes d'érouissages, l'un sur la ohésion et l'autre
sur l'angle de frottement. Ces variables évoluent de façon hyperbolique en fontion de
la variable interne d'érouissage, la déformation plastique équivalente.
En absene d'une ampagne experimentale sur e matériau qui puisse bien dérire
l'évolution de la réponse anisotrope de l'argille de Boom, nous avons hoisi de modéliser
le omportement anisotrope de ette rohe en hangeant la partie élastique du modèle
Plasol. Initialement isotrope, elle a été modiée en transversalement isotrope alors que
tout a été onservé dans la modélisation du omportement plastique. Puisque le tenseur
élasto-plastique est alulé à partir du tenseur élastique la réponse méanique globale
du milieu présente des aratères anisotropes.
Ce hapitre est omposé de sept setions. La première setion présente les aspets
généraux de l'élasto-plastiité an d'aboutir à une meilleure ompréhension du modèle
utilisé dans e adre. Dans les deuxième et troisième parties nous dérivons en détail le
modèle élasto-plastique Plasol et son implémentation dans le ode aux éléments nis
Lagamine. La quatrième setion est dédiée aux aspets numériques de l'intégration de
la loi de omportement. Dans la inquième et la sixième partie nous présentons de
façon générale l'élastiité transversalement isotrope et les hangements théoriques et
numériques dans la loi Plasol. Dans la dernière setion nous validons l'implémentation
des hangements faits ave des aluls homogènes.
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4.2 Quelques rappels sur l'élasto-plastiité en petites
déformations
Sont introduites dans ette setion et an de présenter le modèle élasto-plastique
utilisé, les hypothèses et les équations de base de la théorie de l'élasto-plastiité formulée
par Hill en 1950 [78℄.
4.2.1 Notions de base
De manière générale nous onsidérons un phénomène d'éoulement plastique omme
un proessus irréversible où la réponse onstitutive du matériau est aratérisée par
l'histoire de la inématique [139℄ (équation 4.1).
σij = F (F (τ), τ ∈ [0, t] ) (4.1)
Dans l'élasto-plastiité l'histoire de la inématique est résumée par des variables in-
ternes αi. La réponse méanique du matériau sera don aratérisée par l'état de on-
trainte σij et par un ensemble de variables d'érouissage si onjuguées aux variables
internes αi (Lubliner [94℄, Simo et Hughes [128℄). Les hypothèses de base de la théorie
de l'élastoplastiité en petites déformations sont les suivantes :
 On suppose que le tenseur de déformations s'érive selon une déomposition ad-
ditive de sa partie élastique et de sa partie plastique (équation 4.2) :
ε˙ij = ε˙
e
ij
+ ε˙p
ij
(4.2)
 L'état de ontraintes σij dépend de la déformation élastique ε
e
de façon linéaire :
σ˙ij = Cijkl ε˙
e
ij
= Cijkl (ε˙kl − ε˙pkl) (4.3)
 An de dénir l'ensemble des ontraintes admissibles qui peut être appliqué au
matériau nous dénissons la fontion f omme suit :
f(σij, si) =
(
Sym
I × Rm) −→ R
Ainsi nous dénissons l'ensemble des ontraintes admissibles Eσ :
Eσ = {(σij, si) ∈ (Sym× Rm) | f(σij, si) ≤ 0}
On appelle domaine élastique l'ouvert de l'ensemble Eσ :
int(Eσ) = {(σij, si) ∈ (Sym× Rm) | f(σij, si) < 0}
I. L'espae des appliations linéaires Lin peut être déomposé par sa partie symétrique et an-
tisymétrique : Lin = Sym ⊕ Skw de telle manière que : ∀A ∈ Lin, A = Sym(A) + Skw(A). Les
sous-espaes Sym, Skw sont dénis omme suit : Sym(A)= {A ∈ Lin | (A + At)/2}, Skw(A) =
{A ∈ Lin | (A− At)/2}
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et on appelle ritère de plastiité la frontière de Eσ :
∂ Eσ = { (σij, si) ∈ (Sym× Rm) | f(σij, si) = 0 }
Le ritère de plastiité permet de séparer les états des ontraintes admissibles
et non-admissibles, 'est-à-dire l'ensemble des états auquel le milieu ne peut pas
être soumis.
 Pour dérire l'évolution de l'éoulement plastique et des variables d'érouissage
nous introduisons les relations onstitutives suivantes :
ε˙p
ij
= γ˙ rij(σij, si) rij : (Sym × Rm) −→ Sym (4.4)
s˙i = −γ˙ hi(σij, si) si : (Sym × Rm) −→ Rm (4.5)
Le tenseur rij et le veteur hˆi donnent la diretion de la vitesse de déformations
plastiques ( |rij| ≡ 1 ) et l'évolution de l'érouissage. La variable γ˙ est une fon-
tion non-négative appelée multipliateur plastique.
An de dérire l'évolution de l'érouissage nous onsidérons qu'il existe une rela-
tion entre si et les variables internes αi. La relation inrémentale 4.5 peut ainsi
être rérite selon l'équation 4.6.
si = sˆ (αj) =⇒ s˙i = ∂sˆi
∂αj
α˙j = −γ˙ hi (σij, si) (4.6)
À partir de l'equation 4.6 il est possible d'érire une relation inrémentale même
pour l'ensemble des variables internes αi.
α˙j = −γ˙
[
∂sˆi
∂αj
]
−1
hi = −γ˙ hˆj ave hˆj =
[
∂sˆi
∂αj
]
−1
hi (4.7)
L'équation 4.5 sera utilisée pour le alul du tenseur tangent élasto-plastique Cijkl
proposé dans le paragraphe 4.2.3.
4.2.2 Conditions de Kuhn-Tuker et de ohérene
Pour déterminer si un état de ontrainte est admissible pour le milieu étudié, nous
onsidérons les onditions de Kuhn-Tuker reportées i-dessous (équations 4.8.a, 4.8.b
et 4.8. ).
γ˙ ≥ 0, f (σij, si) ≤ 0 et γ˙f (σij, si) = 0 (4.8)
Les onditions de Kuhn-Tuker represent un ritère pour établir une ondition nees-
saire pour l'éoulement plastique (table 4.1 poin 2).
Les onditions de Kuhn-Tuker ne sont pas susantes pour savoir si une aumu-
lation de déformation plastique se vérie pendant le temps. Pour ela, dans le as où
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l'état de ontrainte appartient à la surfae de plastiité, il est néessaire d'envisager les
onditions de ohérene (équations 4.9.a, 4.9.b et 4.9.).
γ˙ ≥ 0, f˙ (σij, si) ≤ 0 et γ˙f˙ (σij, si) = 0 (4.9)
Les diérents types de hargement sont présentés dans le tableau 4.1.
 Conditions de Kuhn-Tuker
- f (σij, si) < 0 =⇒ (σij, si) ∈ int(Eσ) =⇒ γ˙ = 0, État Élastique
- f (σij, si) = 0 =⇒ (σij, si) ∈ ∂ Eσ =⇒ γ˙ > 0, ⋆
⋆ Utilisation des onditions des ohérene
 Conditions des ohérene
- f˙ (σij , si) = 0 =⇒ γ˙ > 0 Charge Plastique
- f˙ (σij , si) = 0 =⇒ γ˙ = 0 Charge Neutre
- f˙ (σij , si) < 0 =⇒ γ˙ = 0 Charge-Déharge Élastique
Table 4.1  Conditions de Kuhn-Tuker et de ohérene
4.2.3 Tenseur tangent élasto-plastique
Pour donner une expression expliite du tenseur tangent élasto-plastique, nous sup-
posons que le milieu se trouve dans un état de hargement plastique tel que les ondi-
tions de ohérene soient satisfaites. La dérivé du ritère de plastiité peut alors s'érire
omme suit :
f˙ (σij, si) =
∂f
∂t
=
∂f
∂σij
σ˙ij +
∂f
∂si
s˙i = 0 (4.10)
En introduisant la loi de omportement 4.3, la loi d'éoulement 4.4 et l'équation 4.7.a
sur l'évolution de l'érouissage nous obtenons :
f˙ (σij, si) =
∂f
∂σij
Cijkl (ε˙kl − ε˙pkl)− γ˙
∂f
∂si
hi =
=
∂f
∂σij
Cijkl ε˙kl − γ˙
(
∂f
∂σij
Cijklrkl +
∂f
∂si
hi
)
= 0 (4.11)
De ette manière nous obtenons une expression pour le moltipliateur plastique γ˙
(équation 4.12.a) et pour le dénominateur H du tenseur tangent élasto-plastique Cijkl
(equation 4.12.b).
γ˙ =
1
H
(
∂f
∂σij
Cijkl ε˙kl
)
H =
∂f
∂σij
Cijklrkl +
∂f
∂si
hi (4.12)
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En substituant les équations 4.12.a et 4.12.b dans l'équation 4.3 nous obtenons une
relation inrémentale entre la ontrainte σij et la déformation totale εij :
σ˙ij = Cijkl (ε˙kl − ε˙pkl) = Cijkl (ε˙kl − γ˙rkl) =
= Cijklε˙kl − 1
H
(
∂f
∂σij
Cijklε˙kl
)
Cijklrkl = Cijklε˙kl − 1
H
(
CijklrklCklij
∂f
∂σij
)
ε˙kl =
=
(
Cijkl − 1
H
Cijpqrpq Cklmn
∂f
∂σmn
)
ε˙kl (4.13)
Nous rérivons l'équation 4.13 en notation ompate.
σ˙ =
(
C− C r⊗ C ∂σf
∂σf : C r+ ∂sf · h
)
ε˙ (4.14)
Le tenseur tangent élasto-plastique est ainsi déni :
C
ep
ijkl =

C ave γ˙ = 0
Cijkl − 1
H
(
Cijpqrpq Cklmn
∂f
∂σmn
)
ave γ˙ > 0
(4.15)
Une loi de omportement élasto-plastique peut don être lassiée omme une loi de
omportement inrémentale bilinéaire.
4.2.4 Remarque sur l'hypo-élastoplastiité
La théorie de l'élasto-plastiité étant fondée sur l'hypothèse de petites transforma-
tions, nous pouvons faire l'approximation qui permet de onfondre la onguration
initiale ave la onguration déformée (Ωinit ≡ Ωcour). Il est alors possible de montrer
mathématiquement que ette théorie est parfaitement onsistante d'un point de vue
thermodynamique, où nous pourrons don parler d'hyper-elastoplaité.
Si nous voulons étendre la théorie de l'élasto-plastiité au adre des grandes transfor-
mations sans perdre la onsistane thermodynamique du modèle, ertaines hypothèses
ne peuvent plus être envisagées. Citons par exemple l'hypothèse de déomposition addi-
tive (équation 4.2) des déformations, à laquelle sera, dans e as, substitué l'hypothèse
de déomposition multipliative du gradient de transformation Fij (équation 4.16).
Fij = F
e
ij
F
p
ij
(4.16)
Pour dérire proprement l'état du milieu en grandes déformations, il est néessaire
que la variation de la ontrainte reliée au gradient du hamps de vitesse soit indépen-
dante des rotations rigides ; dans le as ontraire, elles modieraient l'état de ontrainte.
La dérivée de Jaumann représente un exemple de dérivée matérielle qui restitue à la
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ontrainte de Cauhy σij son indépendane par rapport aux rotations rigides (équation
4.17),
▽
σij = σ˙ij − ω˙ikσkj + σikω˙kj (4.17)
ωij étant la partie anti-symétrique du gradient de déplaement :
ωij =
1
2
(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi
)
Formuler un modèle élasto-plastique en grandes transformations est très omplexe,
tant d'un point de vue de la formulation analytique que de l'implémentation numérique.
Une approhe simpliée pour l'étude d'un milieu élasto-plastique en grandes dé-
formations onsiste à garder l'hypothèse d'additivité des déformations en utilisant une
dérivée matérielle objetive pour les ontraintes (équation 4.17). Cette approhe ne
permet pas de formuler des modèles parfaitement onsistants d'un point de vue ther-
modynamique. Il est alors possible de parler de l'hypo-élastoplastiité.
Pour la modélisation du omportement à rupture des matériaux, omme les métaux,
ette inonsistane éarte omplètement les prévisions du modèle par rapport aux ré-
sultats expérimentaux. En e qui onerne la desription du omportement post-pi
des géomatériaux, ette approhe semble être susamment réaliste.
Les paragraphes suivants présentent la loi onstitutive élasto-plastique Plasol. Cette
loi de omportement est formulée ave toutes les hypothèses de la théorie élasto-
plastique en petites déformations mais l'implémentation est réalisée dans un ode en
grandes déformations. La loi de omportement Plasol est don enadrée dans un on-
texte d'hypo-élastoplastiité.
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4.3 Modèle à frottement interne : Plasol
4.3.1 Loi onstitutive Plasol
La loi onstitutive Plasol, implémentée dans Lagamine (ode aux éléments nis,
Université de Liège) par Jean-Dominique Barnihon [13℄ est aratérisée par un om-
portement élastique de type linéaire isotrope et un ritère de plastiité Druker-Prager
(équations 4.18 et 4.22).
Cijkl = 2µ δikδjl + λ δijδ
II
kl (4.18)
L'équation de Druker-Prager [56℄ représente un ne dans l'espae des ontraintes
prinipales (gure 4.2). Sa surfae de plastiité se diérenie par le ritère de Von
Mises grâe à la dépendane de la ontrainte moyenne, une aratéristique importante
onstituantes des géomatériaux. L'équation de e ritère est la suivante :
f = ‖ σˆ ‖ III +
√
2
3
[
6 sinφC
(3 + A sin φC)
]
p −
√
2
3
[
6 c cosφC
(3 + A sin φC)
]
≤ 0 (4.19)
Nous remarquons que selon la valeur du paramètre A, nous obtenons la oïnidene
des modèles Druker-Prager et Mohr-Coulomb (gure 4.1), à la fois pour un hemin
de ompression mono axial (A=-1) et un hemin de tration mono-axial (A=1) [126℄,
[32℄. σˆij et p représentent respetivement la partie déviatorique de la ontrainte et
Figure 4.1  Comparaison entre la surfae de plastiité de Druker-Prager et Mohr
Coulomb : plan déviatorique, [32℄.
la ontrainte moyenne. En géoméanique l'équation 4.19 peut souvent se rérire en
II. Le symbole δij est appelé symbole de Kroneker. Il représente le tenseur identité I pour les
veteurs de l'espae eulidien ℑ de telle manière que Iijvj = vi, ∀ vi ∈ ℑ. Il vaut δij = 1 si les indies
sont oïnidents i ≡ j ou il vaut zero δij = 0 si i 6= j.
III. Le symbole ‖ • ‖ représente la norme eulidienne dénie omme suit : ‖ Aij ‖=
√
AijAij ou
pour un veteur de façon équivalente : ‖ ai ‖= √aiai
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fontion du premier invariant de la ontrainte Iσ et du deuxième invariant du déviateur
de la ontrainte Jσˆ. Ces invariants sont dénis omme suit :
Iσ = σii =⇒ Iσ = 3p (4.20)
σˆij = dev(σ)ij = σij − Iσ
3
δij =⇒ Jσˆ = 1
2
σˆijσˆij (4.21)
Substituant les invariants de la ontrainte dans l'équation 4.19 et envisageant que
IIσˆ =
√
Jσˆ, on retrouve la formulation du ritère Druker-Prager utilisé dans Plasol
(équation 4.22).
f = IIσˆ +mIσ − k ≤ 0

m =
2 sinφC√
3 (3− sin φC)
k =
6 c cosφC√
3 (3− sin φC)
(4.22)
De ette façon l'équation 4.22 peut être reformulée omme suit :
f = IIσˆ +m
(
Iσ − 3c
tanφC
)
≤ 0 (4.23)
L'éoulement plastique est déni à partir d'un potentiel plastique g(σij, si) :
g = IIσˆ +m
∗Iσ = 0 ε
p
ij = γ˙
∂g
∂σij
= γ˙ rij (4.24)
Les fontions m, m∗ diérenient le ritère de plastiité du potentiel plastique pour e
modèle. Dans le premier as, m est fontion de l'angle de frottement m = m̂(φc) ; dans
le deuxième, la fontion m∗ dépend de la dilatane m∗ = m̂∗(ψ).
m∗ =
2sinψ√
3 (3− sinψ) ψ = dilatane (4.25)
Si ψ = φc alors m ≡ m∗ et l'éoulement plastique est déni omme assoié. Dans le as
ontraire (ψ < φc) la plastiité est dite non-assoiée. Pour les géomateriaux, la plastiité
assoiée surestime les déformations plastiques volumiques (Wood [154℄, Vermeer et De
Borst [147℄) ; habituellement on onsidère don une loi d'éoulement non assoiée. C'est
pourquoi dans la loi de omportement Plasol on onsidère un potentiel plastique pour
dérire les déformations plastiques du milieu.
La relation de Taylor [136℄ (équation 4.26) est proposée dans ette loi an d'établir
une relation entre l'angle de frottement φc et la dilatane ψ. Cette relation est justiée
par des résultats expérimentaux qui montrent une variation de la surfae d'éoulement
en fontion de l'éoulement plastique.
φ− ψ = onstante (4.26)
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Critère de plasticité: DRUCKER-PRAGER
Figure 4.2  Surfae du ritère de plastiité Druker-Prager
Dans les aluls présentés au hapitre 5, au lieu d'utiliser l'équation 4.26, une valeur
onstante de la dilatane est prise en ompte.
La seule variable interne d'érouissage utilisée dans le modèle est la déformation
plastique équivalente de Von Mises de sorte qu'on peut parler d'érouissage devia-
torique. L'endommagement du matériau est ainsi dérit par isaillement.
αi = ε
p
eq =
∫
t
0
ε˙peq dt ε˙
p
eq =
√
2
3
ε˙psij ε˙
p
sij
=
√
2
3
‖ ε˙ps ‖ ε˙psij = dev(ε˙p)ij
L'évolution de la variable si, représentant le veteur des variables d'érouissage, est
modélisée par trois fontions hyperboliques qui dépendent de la déformation plastique
équivalente εpeq. Ces fontions indiquent la règle d'érouissage qui donne le omporte-
ment adouissant et/où durissant sur les angles de frottement φC, φE et sur la ohésion
 (équation 4.27).
Les variables φC, φE, représentent les angles de frottement respetivement pour des
hemins en ompression et en extension triaxiale.
s(εp
eq
)i =

φC = φCi +
(
φCf − φCi
Bp + εpeq
)
εp
eq
φE = φEi +
(
φEf − φEi
Bp + εpeq
)
εp
eq
c = ci +
(
cf − ci
Bc + εpeq
)
εp
eq

(4.27)
Les paramètres φCi, φEi et co représentent les valeurs initiales tandis que φCf , φEf
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et cf sont les valeurs nales des paramètres d'érouissage. On peut ainsi modéliser à
la fois un méanisme durissant et un méanisme adouissant. Les oeients Bc et
Bp orrespondent respetivement à la valeur de la déformation plastique équivalente
pour laquelle la moitié de l'évolution de la ohésion et de l'angle de frottement est
ahevé (gure 4.3). Étant donnée la géométrie onique de la surfae de plastiité, il est
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Figure 4.3  Règle d'érouissage pour l'angle de frottement : as adouissant et durissant
possible de montrer qu'il existe une relation entre l'angle de frottement en ompression
φC et l'angle de frottement en tration φE, relation bien détaillée dans les travaux de
Barnihon [13℄ et Derues [53℄.
An de montrer ette dépendane, nous dénissons le rayon réduit r omme la
tangente du demi-angle au sommet α pour un ritère de plastiité de Druker-Prager
dans l'espae des ontraintes prinipales (équation 4.28).
r = tanα =
√
S2 − L2
L
=⇒
S
2 = σ2
1
+ σ2
2
+ σ2
3
L2 =
1
3
(σ1 + σ2 + σ3)
2
(4.28)
Envisageant un état de ompression et un état d'extension axisymétriques, nous al-
ulons les deux rayons réduits (équations 4.29, 4.30).
rc =
√
2
σa − σl
σa + 2σl
{
σ1 = σa
σ2 = σ3 = σl
(4.29)
re =
√
2
σl − σe
σe + 2σl
{
σ1 = σe
σ2 = σ3 = σl
(4.30)
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Les angles de frottement φC, φE sont dénis dans le plan de Mohr et s'expriment
respetivement par :
sin φC =
σa − σl
σa + σl
sinφE =
σl − σa
σa + σl
(4.31)
Utilisant les équations 4.29.a, 4.30.a ave les équations 4.31.a, 4.31.b nous pouvons en
déduire les rayons réduits en extension et en ompression :
rC =
√
2
2 sinφC
3 + sin φC
rE =
√
2
2 sinφE
3 + sin φE
(4.32)
Le plan déviatorique du ritère Druker-Prager est représenté par un erle qui nous
permet don de trouver une expression de φE en fontion de φC.
sinφE =
3 sinφC
3− 2 sinφC (4.33)
L'équation 4.33 est représentée en gure 4.4. Nous voyons que si le sinφE = 1, la valeur
limite de l'angle de frottement en ompression φC = 36.8
◦
orrespond à une valeur
limite du demi-angle au sommet α = 35.3◦ pour laquelle le ne devient tangent aux
plans (σ1, σ2), (σ1, σ3) et (σ2, σ3). Cette limitation est valable à la fois pour des milieux
purement frottants et pour des milieux ohérents (Desrues [53℄ et Mestat [101℄).
Barnihon [13℄ montre aussi que pour un milieu frottant si φC dépasse sa limite, une
surestimation de la ontrainte se vérie, que pour des hemins de ompression triaxiale
l'état du milieu est toujours élastique. Pour des angles de frottement bas φC < 20
◦
, il est
raisonnable d'approher Mohr-Coulomb ave Druker-Prager alors que quand φC > 20
◦
la diérene en ontrainte s'agrandit de plus en plus.
4.3.2 État de ontrainte au sommet
Le omportement à tration est modélisé par le ritère de Druker-Prager dans la
région des ontraintes prohes du sommet où le premier invariant Iσ est négatif (on
onsidère les ompressions omme positives). La valeur qui identie le sommet est elle
pour laquelle IIσˆ = 0 (équation 4.34).
Iσ =
3c
tanφC
(4.34)
L'intégration du ritère de plastiité peut amener à des problèmes numériques dus au
fait que la normale au ritère ne peut pas être dénie de façon unique. Pour simplier
l'intégration de la ontrainte pour des omportements en tration simple, on onsidère
le ritère de plastiité de l'équation 4.35 (régime plastique au sommet). Dans e as
auune règle d'érouissage n'est prise en ompte.
f = Iσ − 3c
tanφC
= 0 (4.35)
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Figure 4.4  Evolution de φC en fontion de φE pour Druker-Prager [53℄.
Les ritères de plastiité omme Druker-Prager et Mohr-Coulomb pour modéliser
le omportement en tration amènent souvent une surestimation des déformations du
milieu. Ce problème peut être résolu en oupant le ritère de plastiité ave un "ut-
o" vertial sur la partie en tration du modèle ou en utilisant d'autres surfaes de
plastiité pour la partie en tration.
4.3.3 Essais biaxiaux en régime homogène : loi onstitutive Pla-
sol
Une étude de sensibilité est proposé par El Moustapha [60℄ sur la ohésion et l'angle
de frottement nals. Dans es aluls, la loi Plasol est utilisée pour des essais biaxiaux
à déplaements ontrlés ave une pression de onnement de 20 MPa. Les paramètres
méaniques onsidérés sont eux ahés dans le shéma 4.36 où l'unité de mesure du
module de Young et de la ohésion est en MPa.
E = 12200
ν = 0.215
βc = 0.005
βp = 0.001
 Étude paramétrique
a) Cohésion
ci = 32.5 φCin = 5
◦ φCfin = 21
◦
b) Angle de frottement
φCin = 5
◦ cin = 32.5 cfin = 12
(4.36)
Les gures 4.5 et 4.6 montrent le omportement de la loi onstitutive dans un état
homogène pour diérentes valeurs de la ohésion nale cfin et de l'angle de frottement
φCfin.
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Pour es deux as, l'érouissage est durissant pour l'angle de frottement et adouis-
sant pour la ohésion. L'évolution de la ourbe avant et après le pi est don le résultat
de es deux méanismes d'érouissage. Le méanisme durissant sur φC permet de
dérire le omportement non-linéaire avant le pi, sans lequel la ourbe présenterait un
omportement purement élastique.
Comme montré en gure 4.5 et 4.6, si un des deux méanismes est prédominant par
rapport à l'autre la réponse globale du milieu sera adouissante ou durissante.
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Étude paramétrique sur la cohésion
4
Figure 4.5  Étude paramétrique sur la ohésion nale cfin
Étude paramétrique sur l'angle de frottement
Figure 4.6  Étude paramétrique sur l'angle de frottement nal φCfin
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4.4 Intégration numérique de la loi onstitutive
4.4.1 Caratères généraux
Une loi onstitutive élasto-plastique peut être représentée par un système d'équa-
tions diérentielles sous la forme suivante :
▽
σij = fˆ (σij, sij, ε˙ij) s˙ij = gˆ (σij, sij) (4.37)
où
▽
σij représente la dérivée de Jaumann de la ontrainte, ε˙ij la vitesse de la déformation
et sij un tenseur des variables d'état qui prennent en ompte les eets de l'histoire du
hargement. Pour résoudre numériquement le problème, il est néessaire de aluler
σt+1
ij
et st+1
ij
(ontrainte et variables d'état en n de pas), suivant un parours des
déformations données. Ce alul peut être fait en suivant un shéma d'intégration pour
les équations 4.37.a, 4.37.b qui nous donnent la ontrainte pour haque pas de temps.
L'intégration d'une loi onstitutive élasto-plastique est équivalente à la résolution
d'un problème d'optimisation sous ontrainte. Cette ontrainte au sens mathématique
est représentée par les onditions de Kuhn-Tuker. L'algorithme utilisé (algorithme de
return mapping) pour intégrer la lois élasto-plastique Plasol se base sur une méthode de
préditeur élastique ave une orretion élasto-plastique appliquée quand les onditions
d'admissibilité de la ontrainte ne sont pas respetées (Simo et Taylor [129℄, Simo et
Hughes [128℄).
On pourrait intégrer diretement ave un pas la loi de omportement en appliquant
l'algorithme de return mapping entre le début et la n du pas. Comme expliqué dans
la setion 4.4.2 nous préférons aboutir à l'intégration ave des sous-pas. Dans e as,
en absene d'information sur l'évolution de la géométrie entre le début et la n du pas,
il est néessaire de faire des hypothèses pertinentes.
Nous supposons généralement que la vitesse des points matériels soit onstante au ours
du pas. L'intégration de la loi Plasol est réalisée ave un gradient de vitesse onstante
entre le début et la n du pas. Godinas [74℄ et Charlier [39℄ ont montré que ette
manière de proéder améliore l'intégration de la loi et évite ertains problèmes.
4.4.2 Algorithme d'intégration
L'algorithme d'intégration utilisé est fondé sur une méthode estimant la ontrainte
à travers un préditeur élastique. Cette valeur sera alors orrigée si l'état de ontrainte
ne satisfait pas les onditions d'admissibilité du ritère de plastiité. En envisageant
un inrément de ontrainte d'un état élastique, il est possible de aluler la ontrainte
en n de pas σB à partir de sa valeur initiale.
∆σe
ij
= Cijkl∆εkl −→ ∆▽σij = ∆σeij −∆ωikσkj + σik∆ωkj −→ σBij = σAij +∆
▽
σij
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An de garantir l'objetivité matérielle, l'inrément de ontrainte ∆σe
ij
est orrigé ave
la dérivé de Jaumann. Une fois alulée une estimation de la ontrainte, deux situations
sont alors possible :
 État Élastique
Si la ontrainte σB satisfait aux onditions d'admissibilité du ritère de plastiité
l'état du milieu est élastique don σB
ij
représente la ontrainte en n de pas.
 État Plastique
La ontrainte σB
ij
ne satisfait pas aux onditions d'admissibilité don il est nées-
saire de la orriger ave un inrément de ontrainte (orreteur plastique) qui
puisse ramener l'état de ontrainte sur la surfae de plastiité omme montré en
gure 4.7 (algorithme de return mapping).
Domaine élastique
Predicteur élastique
Surface plastique
Figure 4.7  Algorithme d'intégration d'une loi de omportement élasto-plastique (ux
d'éoulement assoié).
Return Mapping
L'algorithme permet de ramener la ontrainte sur la surfae de plastiité. Cette
tehnique peut être appliquée en faisant des hypothèses sur la diretion de l'éoulement
plastique néessaire pour pouvoir atteindre de nouveau le ritère. Trois hoix prinipaux
sont possibles omme montré en gure 4.8 pour un as d'éoulement assoié en plastiité
parfaite :
 Intégration expliite :
La normale du potentiel envisagé est elle du point C de la gure 4.8. Cette façon
de proéder implique la onnaissane de la normale au ritère sur le point C dont
Charlier [39℄ a montré une expression analytique pour une surfae de plastiité
de Druker-Prager. Cette méthode est stable uniquement pour des inréments de
temps petits.
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 Intégration semi impliite :
Dans e as la normale est elle du point M (point moyen parmi les points E et
C ). Dans e as il est aussi néessaire de onnaître le point C. Cette méthode
est inonditionnellement stable.
 Intégration totalement impliite :
Cette méthode néessite la onnaissane de la normale à la n du pas qui n'est
pas a priori onnue. C'est pour ette raison que e shéma est dit totalement
impliite. Comme pour le as préédent il est inonditionnellement stable.
a) b)
Figure 4.8  Exemple de plastiité assoiée parfaite : a) Diérents hoix de la normale n.
b) Shéma expliite, as d'instabilité.
An d'appliquer un algorithme de type return mapping, la méthode de utting plane
proposée par Ortiz and Simo [114℄ est utilisée.
On linéarise pour ela l'équation du ritère de plastiité (équation 4.38) indiquant
ave ∆σpij et ∆s
p
ij respetivement le orreteur plastique pour la ontrainte et les vari-
ables d'érouissage (équations 4.39.a et 4.39.b).
f
(
σBij +∆σ
p
ij , s
B
i +∆s
p
i
)
= f
(
σBij, s
B
i
)
+
∂f
∂σB
ij
∆σpij +
∂f
∂sB
i
∆spi (4.38)
∆σp
ij
= −Cijkl∆εpkl = −∆γ Cijkl
∂g
∂σBkl
∆sp
i
= −∆γhi (4.39)
L'équation du ritère peut être rérite en substituant les équations 4.39.a, 4.39.b et en
imposant la ondition de ohérene :
f
(
σB
ij
, sB
i
)−∆γ ∂f
∂σB
ij
Cijkl
∂g
∂σB
ij
−∆γ ∂f
∂sB
i
hi = 0 (4.40)
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Le multipliateur plastique est ainsi alulé :
H =
∂f
∂σB
ij
Cijkl
∂g
∂σB
ij
+
∂f
∂sB
i
hi ∆γ =
f
(
σB
ij
, sB
i
)
H
(4.41)
Une proédure itérative de return mapping peut ainsi être démarrée en alulant le
orreteur plastique et en vériant que les onditions de Kuhn-Tuker sont satisfaites
pour haque itération k.
k+1σBij =
kσBij −∆γ
(
Cijhl
∂ g
∂ kσB
hl
)
k+1sBi = s
B
i
(
kαBj
)
(4.42)
Si la plastiité était parfaite, une itération serait susante pour satisfaire les onditions
de Kuhn-Tuker. Dans le as ontraire (plastiité ave érouissage) plusieurs itérations
sont néessaires. L'algorithme de résolution est montré dans le tableau 4.2. On impose
la ondition 4.43 an d'établir la onvergene de l'algorithme :
(1− toll) < max
( ∣∣∣∣ k∆σ11k+1∆σ11
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ k∆σ22k+1∆σ22
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ k∆σ33k+1∆σ33
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ k∆σ12k+1∆σ12
∣∣∣∣ ) < (1 + toll) (4.43)
Une valeur toll=10−3 est envisagée pour permettre une bonne onvergene. Celle-i est
atteinte si on obtient entre deux itérations une variation maximale et inférieure à 0.1
%. Puisque e ritère est adimensionnel il peut être onsidéré indépendant du problème
et du système d'unité.
Nous remarquons que si la partie élastique du modèle avait été aratérisée par une
loi non-linéaire, il aurait fallu aluler le tenseur d'élastiité Cijkl à haque itération de
la proédure d'intégration, à la fois pour l'état élastique et l'état élasto-plastique du
milieu.
Tehnique d'intégration par sous-intervalles
An de réaliser des pas de temps aussi grands que possible, une tehnique d'inté-
gration en sous-intervalles est utilisée dans la loi Plasol. Cette tehnique garantit des
résultats satisfaisants en terme de préision et de temps de alul. Si ∆t représente
le pas de temps sur lequel nous intégrons la loi de omportement, nous pouvons alors
aluler la longueur δt d'un sous-intervalle omme suit :
δt =
∆t
N
INT
(4.44)
où le paramètre N
INT
représente le nombre de sous-intervalles. Ce paramètre peut être
hoisi omme onstant pendant le temps du hargement et pour haque point du do-
maine méanique. Il est don néessaire de réaliser une étude paramétrique pour déter-
miner la valeur optimale de N
INT
.
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Toutefois, si le milieu présente des bandes de loalisation, il est préférable d'utiliser
un plus grand nombre de sous-intervalles, dans la bande et un nombre plus petit dans
le reste de l'espae puisque le hamp de déformation est fortement hétérogène. Wang
[152℄ a proposé une façon de sous-intégrer une loi de omportement ave l'expression
4.45.a.
N
INT
= 1 +
(
ε˙n
Div
)
∆t ε˙n =
√
ε˙ijε˙ij (4.45)
Le paramètre Div est introduit an de se prémunir d'un nombre de sous-intervalles
trop important, pouvant onduire à des aluls trop gourmand en temps de alul.
N
INT
= min
{
1 +
(
ε˙n
Div
)
∆t, VALlim
}
(4.46)
Le hoix du paramètre Div et d'une valeur limite VAL
lim
pour le alul de N
INT
dépend
de l'expériene numérique. Par défaut dans Lagamine, la valeur deDiv est xée à 5∗10−3
et VAL
lim = 100. Néanmoins, pour ertains aluls en régime de post-loalisation, es
valeurs ont été hangées (Div = 1 ∗ 10−3,10E VALlim = 4000), (El Moustapha [60℄).
4.4.3 Développement analytique pour l'intégration
Pour que la loi de omportement puisse être intégrée numériquement ave un al-
gorithme de return mapping il est néessaire de aluler analytiquement l'expression
4.12.b.
H =
∂f
∂σij
Cijkl
∂g
∂σkl
+
∂f
∂si
hi
∂f
∂σij
=
∂f
∂Iσ
∂Iσ
∂σij
+
∂f
∂IIσˆ
∂IIσˆ
∂σij
=⇒

∂f
∂Iσ
= m;
∂Iσ
∂σij
= δij
∂f
∂IIσˆ
= 1;
∂IIσˆ
∂σij
=
σˆij
2IIσˆ
L'équation 4.47 dérit la première partie de la fontion H :
∂f
∂σij
= mδij +
σˆij
2IIσˆ
∂g
∂σij
= m∗ δij +
σˆij
2IIσˆ
∂f
∂σij
Cijkl
∂g
∂σkl
= 3mm∗ (3λ+ 2µ) + µ = 9mm∗K+ µ (4.47)
en onsidérant K omme la rigidité volumétrique d'un milieu élastique linéaire isotrope
(K = (2µ+3λ)/3). An de pouvoir terminer le alul du dénominateur H, on applique
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1. PRÉDICTEUR ÉLASTIQUE
Initialisation de la ontrainte et des variables d'érouissage.
-
kσn
ij
= kσn−1
ij
+∆σe ksn = sn−1 (step n, itération k=0 )
2. TEST
Calul du ritère de plastiité et test de onvergene.
-
kfn = f
(
kσnij,
ksn
)
=⇒ si kfn < toll GO TO 8, sinon GO TO 3
3. INITIALISATION
Initialisation de l'éoulement plastique et de l'érouissage.
-
krn
ij
= rij
(
kσn
ij
, ksn
)
khn
i
= hi
(
kσn
ij
, ksn
)
4. MULTIPLICATEUR PLASTIQUE
Calul de la variation de l'inrément du multipliateur plastique.
-
k
H
n = ∂f
∂σij
Cijkl
krnkl +
∂f
∂si
khni δ (∆γ) =
kfn/kHn
5. MISE À JOUR DES VARIABLES D'ÉCROUISSAGE
Mise à jour des variables internes αi.
-
k∆γn = k∆γn + δ (∆γ) k kαni =
kαni + (∆γ)
khˆi
6. CORRECTEUR PLASTIQUE
Calul du orreteur élastique.
-
k∆σn
ij
= −Cijklδ (∆γ) krnkl ksni = sˆi
(
kαn
j
)
7. REINITIALISATION
Contrainte, ritère de plastiité et variables d'érouissages sont realulés.
-
kσnij =
kσnij +
k∆σnij
kfn = f
(
kσnij,
ksn
)
-
krn
ij
= rij
(
kσn
ij
, ksn
)
khn
i
= hi
(
kσn
ij
, ksn
)
- k=k+1 =⇒ GO TO 2
8. FIN
Passage au pas suivant : n = n + 1
Table 4.2  Algorithme de return-mapping d'une loi élasto-plastique (Ortiz et Simo [114℄).
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l'équation 4.6 à la règle d'érouissage de la loi de omportement Plasol.
s˙i =
dsi
dεp
eq
ε˙peq =⇒

dsi
dεp
eq
=

dφC
dεp
eq
dc
dεp
eq
 = −

(
φCi − φCf
Bp + εpeq
)(
1− ε
p
eq
Bp + εpeq
)
(
ci − cf
Bc + εceq
)(
1− ε
p
eq
Bc + εpeq
)

ε˙p
eq
=
√
2
3
ε˙p
sij
ε˙p
sij
= γ˙
√
2
3
dev
(
∂g
∂σ
)
ij
dev
(
∂g
∂σ
)
ij
= γ˙
√
3
3
s˙i = −γ˙
√
3
3

(
φCi − φCf
Bp + εpeq
)(
1− ε
p
eq
Bp + εpeq
)
(
ci − cf
Bc + εceq
)(
1− ε
p
eq
Bc + εpeq
)
 = −γ˙ hi (4.48)
En simpliant l'équation 4.48 on obtient une expression pour hi qu'on utilisera pour le
alul de la fontion H.
hi =
√
3
3

(
φCi − φCf
Bp + εpeq
)(
Bp
Bp + εpeq
)
(
ci − cf
Bc + εceq
)(
Bc
Bc + εpeq
)
 (4.49)
Il ne reste qu'à aluler le gradient de la surfae de plastiité selon l'équation 4.50.
∂f
∂si
=

∂f
∂φC
∂f
∂c


∂f
∂φC
=
2Iσ√
3
(
cosφC
3− sinφC +
cosφC sinφC
(3− sinφC)2
)
−
6c√
3
(
sinφC
3− sinφC +
cos2 φC
(3− sin φC)2
)
∂f
∂c
= − 3m
tanφC
(4.50)
L'expression nale de la fontion H est don la suivante :
H = (9mm∗K+ µ) +
(
∂f
∂φC
∂φC
∂εp
eq
+
∂f
∂c
∂c
∂εp
eq
) √
3
3
(4.51)
L'équation 4.51 est utilisée pour résoudre l'algorithme de return mapping présenté dans
le tableau 4.2. L'expression du orreteur plastique est alulé selon l'équation 4.52 :
∆σpij = −∆γ Cijkl
∂g
∂σkl
= −∆γ (2µ δik δjl + λ δijδkl)
(
m⋆δkl +
σˆkl
2IIσˆ
)
∆ σp
ij
= −∆γ
[
m⋆ (2µ+ 3λ) δij + µ
σˆ
IIσˆ
]
= −∆γ
[
3m⋆K δij + µ
σˆ
IIσˆ
]
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∆σp
ij
= −∆γ
[
3m⋆K δij + µ
σˆij
IIσˆ
]
(4.52)
État de ontrainte au sommet
Les développements analytiques montrés dans la setion 4.4.3 sont aussi proposés
pour le omportement en tration pure de la loi Plasol. Envisageant le ritère de pla-
stiité pour un état de ontrainte au sommet (équation 4.35), la fontion H est ainsi
alulée :
f = Iσ − 3c
tanφC
∂f
∂σij
=
∂g
∂σij
= δij H =
∂f
∂σij
Cijkl
∂g
∂σkl
= 9K
Ainsi, l'éoulement plastique ne présente pas une partie déviatorique. Les déforma-
tions plastiques équivalentes sont don nulles et auun méanisme d'érouissage est
délenhé.
∂g
∂σij
= δij =⇒ dev
(
εpij
)
= 0
An de hoisir quel ritère de plastiité il est néessaire de onsidérer parmi Druker-
Prager et le ritère de l'équation 4.35, on projette l'état de ontrainte σE sur l'axe
hydrostatique en utilisant la droite orthogonale au potentiel plastique. Si l'équation
4.53 est vériée nous onsidérons le ritère de l'équation 4.35 qui dérira un régime
plastique au sommet.
IE
σ
−m∗IIE
σˆ
>
3c
tanφC
(4.53)
Le proessus expliqué est montrée dans la gure 4.9.
Figure 4.9  État de ontrainte au sommet, Barnihon [13℄.
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4.4.4 Implémentation de l'intégration dans Lagamine
L'intégration de la loi onstitutive Plasol est implémentée dans Lagamine en faisant
appel à diérentes routines qui sont dérites dans la suite de e paragraphe. Le noyau
de l'algorithme est développé dans les routines Pla2ea.f et Plaint.f. L'organigramme de
la gure 4.10 montre de façon shématisée la démarhe de l'implémentation.
 Loi2.f
Choix de la loi de omportement.
 Loi de omportement Plasol : Pla2ea.f
a) Calul de la matrie d'élastiité Cijkl.
b) Calul de N
int
pour la sous-intégration de la loi de omportement.
) Calul du préditeur élastique σE
ij
= σA
ij
+ Cijkl∆εkl
d) Calul des invariants Iσ et IIσˆ (routine Plainv.f) et test sur le ritère (f ≤ 0).
e) Intégration de la loi ave le return mapping si f>0 (routine Plaint.f).
f) Calul de la matrie tangente onsistante ave une méthode de perturbation.
 Intégration de la loi Plasol : Plaint.f
a) Calul de H, l'équation 4.51 (routine Plader.f)
b) Calul de la variation du multipliateur plastique δ(∆γ) = f/H
) Mise à jour du multipliateur plastique ∆γ = ∆γ + δ(∆γ).
d) Mise à jour de la déformation plastique équivalente εp
eq
= εp
eq
+ (
√
3/3) ∗∆γ
e) Mise à jour des variables d'érouissage φC = φˆC(ε
p
eq), c = cˆ(ε
p
eq).
f) Calul du orreteur plastique ∆σp
ij
= −∆γ (3m⋆K δij + µ σˆ/IIσˆ)
g) Mise à jour de la ontrainte σB
ij
= σB
ij
+∆σp
ij
.
h) Calul des invariants (routine Plainv.f).
i) Mise à jour du ritère f = f(σij, si).
l) Test sur la onvergene du return-mapping.
 Plainv.f
a) Calul des invariants Iσ, IIσˆ et des oeients m = mˆ(φC), m
⋆ = mˆ⋆(ψ).
 Plader.f
a) Calul de la fontion H (équation 4.51).
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Loi2.f
points a) - b) - c)
Plainv.f
Plaint.f
Plader.f
points
 des b) à g)
Plainv.f
point i)
point l)
point d)
point e)
point a)
point h)
Convergence ?
SI
NO
point f)
Pla2ea.f
Suite du calcul 
FEM
Pla2ea.fPla2ea.f
Figure 4.10  Organigramme de l'implémentation de Plasol dans Lagamine
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4.5 Modèle élasto-plastique anisotrope
Développer un modèle élasto-plastique apable de prédire des déformations plas-
tiques anisotropes du point de vue de la formulation analytique est ompliqué et très
omplexe. Le ritère de plastiité ne peut pas dépendre uniquement des invariants de
la ontrainte mais doit aussi présenter une dépendane par rapport au hangement
d'orientation de la matière.
An de onevoir un modèle pour modéliser le omportement anisotrope d'un
matériau tout en gardant la simpliité de la formulation analytique, un hoix de la
loi élasto-plastique basée sur un ritère de Druker-Prager (Plasol) a été opéré en mod-
iant la partie élastique en transversalement isotrope.
Même si e ritère de résistane représente une fontion isotrope, la dépendane du
tenseur tangent élasto-plastique aux oeients élastiques donne à la réponse mé-
anique du matériau un aratère anisotrope. Le hoix de l'élastiité transverse est
justié prinipalement par deux aspets :
 Le omportement anisotrope de ertains sols et rohes peut être représenté par
l'anisotropie transversale en raison du proessus de formation par stratiations
ou par alignement de la struture interne des ses partiules (ssures, ristaux,
hétérogénéités).
 L'anisotrope transversale est l'approhe la plus simple qui puisse être hoisie
étant donné que le nombre de paramètres méaniques indépendants passent de
deux (élastiité isotrope) à inq. L'étude expérimentale de es paramètres est
omplexe puisqu'il n'est pas possible d'utiliser des tehniques lassiques [117℄.
De plus, même dans un régime de petites déformations, le omportement des
géomatériaux est fortement non-linéaire.
4.5.1 Symétries matérielles
De façon expérimentale on observe que pour ertains matériaux le omportement
méanique est indépendant des rotations rigides alors que pour d'autre la réponse
méanique est dépendante de ertains groupes de rotations.
Si on imagine un essai de ompression mono-axial sur une grille omposée par des
pièes arrés, on observe la même réponse en ontrainte par rapport au même essai
eetué en tournant l'éhantillon de 90 degrés [118℄. En répétant le même essai mais
en utilisant un matériau omposé par ouhes de diérentes natures, le résultat montre
une diérene de omportement après la rotation du matériau.
Tels exemples montrent que les propriétés onstitutives d'un matériau peuvent être
aratérisées sur la base des groupes de rotations rigides que l'on appelle symétries
matérielles.
Considérons la normale n à une surfae d'un milieu ontinu Ω. Soit σij et εij l'état
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de ontraintes et de déformations du milieu et σni , εni les veteurs de ontrainte et de
déformation pour ette normale ni.
σni = σijnj εni = εijnj (4.54)
Considérons une rotation rigide Q
IV
ij assoiée au orps Ω de telle manière qu'on puisse
dénir le veteur normal n⋆
i
, la déformation ε⋆
ni
et la ontrainte σ⋆
ni
dans la onguration
tournée.
n⋆
i
= Qijnj (4.55)
ε∗
ni
= Qijεnj = Qikεkjnj = [QikεklQjl]ij [Qjhnh]j = ε
∗
ij
n∗
j
(4.56)
La réponse méanique du milieu est indépendante de la rotation Qij si le veteur de
ontrainte σ⋆ni orrespondant à la déformation tournée ε
⋆
ni
est égal à une rotation de
σni , 'est-à-dire σ
⋆
ni
= Qijσni , (Callari [32℄).
σ∗ni = Qijσnj = Qikσkjnj = [QikσklQjl]ij [Qjhnh]j = σ
∗
ijn
∗
j (4.57)
L'équation 4.57 est don satisfaite si l'état de ontrainte orrespondant à l'état de
déformations tournées oïnide ave une rotation de l'état de ontraintes (équation
4.58).
σˆ (QεQT) = Qσˆ (ε)QT (4.58)
Le groupe de symétrie matérielle G peut être don dénis selon l'équation 4.59.
G := {Q ∈ Orth | σˆ (QεQT) = Qσˆ (ε)QT} (4.59)
Chadwik et al. [36℄ ont montré que les groupes de symétrie sont pour un tenseur
élastique au nombre de huit. Pour les matériaux élastiques il est possible d'aborder
deux problèmes pour aratériser le milieu :
 Problème de lassiation : par la onnaissane du potentiel élastique on arrive
à déterminer le groupe de symétrie matérielle.
 Problème de représentation : par la onnaissane du groupe des symétries matérielle
on arrive à déterminer le potentiel élastique.
4.5.2 Élastiité transversalement isotrope
L'élastiité linéaire isotrope est aratérisée par un groupe de rotations oïnidant
ave tout l'espae de rotations rigides (G ≡ Rot+). Il est possible de montrer que de tels
groupes de rotations orrespondent à une expression de la loi élastique linéaire isotrope
(équation 4.18) érite ave deux paramètres méaniques (les paramètres de Lamé, λ et
µ).
IV. Le groupe de rotations Orth est déni omme suit :
Orth+ := {Q ∈ Lin+ | QikQjk = QkiQkj = δij}. Lin+ représente l'ensemble des appliations linéaires
ave determinant positif Lin
+ := {Fij ∈ Lin | detF > 0} .
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L'anisotropie transversale représente l'approhe la plus simple pour dérire un
matériau élastique linéaire anisotrope. Une telle loi est aratérisée par un groupe
de rotations rigides égal aux rotations rigides autour d'un axe (l'axe d'anisotropie) :
dans le plan normal à l'axe d'anisotropie (plan d'anisotropie) la réponse du matériau
est isotrope.
En envisageant que le veteur ai identie l'axe d'anisotropie, le groupe de symétrie
matérielle est représenté par G ≡ Rot(a)+. Il est possible de montrer qu'à un tel
groupe des rotations rigides orrespond une expression de la loi aratérisée par sept
paramètres méaniques dont seulement inq sont indépendants (Podio-Guidugli et
Virga [119℄). Suite à la gure 4.11, nous onsidérons le repère orthonormal (O, e1, e2, e3)
dont les verseurs e1, e2 appartiennent au plan d'anisotropie π et le verseur e3 appartient
à l'axe d'anisotropie (e3i
≡ ai). À partir de e repère, loal au plan d'anisotropie π,
nous dénissons un potentiel élastique Ψ (Vogler et al. [150℄) :
Ψ =
1
2
λ (εii)
2 + µ (εikεkjδij)
2 + α
(
e3k
εkle3l
)
εii+
2 ( µl − µt )
(
e3k
εkhεhle3l
)
+
1
2
β
(
e3k
εkle3l
)2
(4.60)
Dénissant D3ij = e3ie3j omme le tenseur projeteur sur l'axe d'anisotropie, on dérive
la ontrainte à partir du potentiel Ψ étant la loi de omportement élastique linéaire :
D3 = e3 ⊗ e3 =
0 0 00 0 0
0 0 1
 [D3a] =
0 0 00 0 0
0 0 1
a1
a2
a3
 = a3 e3 ∀a ∈ R3
σij =
∂Ψ
∂εij
= λ εkkδij + 2µt εij + α
(
εkkD3ij +
(
e3k
εkle3l
)
δij
)
+
2 ( µl − µt )
(
D3ik
εkj + εikD3kj
)
+ β
(
e3k
εkle3l
)
D3ij
(4.61)
Le tenseur Cijkl de la loi onstitutive sera don :
Cijkl = λ (δijδkl) + 2µtδikδjl+α (Dijδkl + δijDkl) +
2 (µl − µt) (δikδmlDjm + δmkδjlDim) + β (DijDkl)
et sera en notation ompate :
P
Dijkl
= IimklDjm + ImjklDim [PDA] =
 0 0 a130 0 a23
a13 a23 a33
 ∀A ∈ Sym
C = λ (I⊗ I) + 2µtI+ α (D⊗ I+ I⊗D) + 2 (µl − µt)PD + β (D⊗D) (4.62)
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Les paramètres méaniques de l'équation 4.62 peuvent être exprimés en fontion des
modules de Young, des oeients de Poisson et des modules de isaillement. L'aniso-
tropie transversale peut être érite selon la notation de Voigt (notation vetorielle)
σi = Cijεj ave les paramètres de Young, les oeients de Poisson et les modules de
isaillement dans le repère (O, e1, e2, e3) de la gure 4.11.

σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12
 =

(1− νπ3ν3π)
D
(νπ3ν3π + νπ)
D
νπ3 (1 + νπ)
D
0 0 0
(νπ3ν3π + νπ)
D
(1− νπ3ν3π)
D
νπ3 (1 + νπ)
D
0 0 0
νπ3 (1 + νπ)
D
νπ3 (1 + νπ)
D
(1− ν2
π
)
D
0 0 0
0 0 0 2G3π 0 0
0 0 0 0 2G3π 0
0 0 0 0 0 2Gπ


ε11
ε22
ε33
ε23
ε13
ε12

D =
(1 + νπ) (1− νπ − 2ν3πνπ3)
Eπ
En inversant la matrie Cij nous obtenons :

ε11
ε22
ε33
ε23
ε13
ε12
 =

1
Eπ
− νπ
Eπ
−νπ3
E3
0 0 0
− νπ
Eπ
1
Eπ
−νπ3
E3
0 0 0
−ν3π
Eπ
−ν3π
Eπ
1
E3
0 0 0
0 0 0
1
2G3π
0 0
0 0 0 0
1
2G3π
0
0 0 0 0 0
1
2Gπ


σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12
 (4.63)
La symétrie de la matrie C−1ij (équation 4.64.a) et le omportement isotrope sur le
plan π (équation 4.64.b) permettent d'érire l'équation 4.63 ave inq paramètres in-
dépendants.
νπ3
E3
=
ν3π
Eπ
Gπ =
Eπ
2 (1 + νπ)
(4.64)
Tous les paramètres de l'équation 4.62 peuvent être érites en fontion des parametres
de l'équation 4.63 et vieversa omm'il est bien detaillé dans Vogler et al. [150℄.
Imaginons un semi espae indéni pour un milieu transversalement anisotrope
dont le plan d'anisotropie π est inliné d'un angle α par rapport à un repère global
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(O, ex, ey, ez) (gure 4.11). Deux repères diérents peuvent être dénis : un repère pa-
rallèle au plan π (O, e1, e2, e3) et un autre global (O, ex, ey, ez). An de dérire le om-
portement du milieu dans le repère global (O, ex, ey, ez) un hangement de base de la
loi onstitutive Cijkl est néessaire. Les aluls de e hangement de base ont été faits à
la fois en notation tensorielle et en notation vetorielle. Dans les équations qui suivent
nous utilisons l'exposant z pour indiquer qu'elles sont érites dans la base (O, ex, ey, ez).
Tous les détails algébriques de es aluls sont reportés dans l'annexe A.
Notation vetorielle
Tij =

1 0 0 0 0 0
0 cos2α sin2α +2 cosα sinα 0 0
0 sin2α cos2α −2 cosα sinα 0 0
0 − cosα sinα cosα sinα cos2 α− sin2 α 0 0
0 0 0 0 cosα −sinα
0 0 0 0 sinα cosα

σz
i
=
(
Tih Chk T
−1
kj
)
εz
j
Cz
ij
=
(
Tih Chk T
−1
kj
)
(4.65)
Notation tensorielle
Rij =
 1 0 00 cosα sinα
0 −sinα cosα
 Czαβγδ = RαiRβjRγkRδhCijkl (4.66)
Puisque le problème aux limites traité dans le hapitre 5 sont en déformation plane,
les veteurs σij et εij seront réduits à quatre omposantes. L'équation 4.65.a aura la
forme suivante : 
σzxx
σz
yy
σz
zz
σzxz
 =

Cz11 C
z
12 C
z
13 C
z
14
Cz
21
Cz
22
Cz
23
Cz
24
Cz
31
Cz
32
Cz
33
Cz
34
Cz41 C
z
42 C
z
43 C
z
44


εzxx
εz
yy
εz
zz
εzyz

Figure 4.11  Milieu élastique transversalement isotrope, π plan d'anisotropie.
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4.6 Implémentation et validation
4.6.1 Implémentation : modiations de la loi Plasol
En gardant la struture de la loi de omportement Plasol (gure 4.10) ertaines
routines ont été hangées an d'introduire l'anisotropie transversale dans e modèle
élasto-plastique.
 Préditeur Élastique (Routine Pla2ea.f)
Le préditeur élastique σeij est modié dans ette routine en implémentant l'aniso-
tropie transversale (équation 4.65.b).
 Correteur Plastique (Routine Plaint.f)
Le orreteurs plastique σpi est ainsi alulé :
σpi = −∆γ Czij
∂g
∂σj
= −∆γ

Cz
11
Cz
12
Cz
13
Cz
14
Cz21 C
z
22 C
z
23 C
z
24
Cz
31
Cz
32
Cz
33
Cz
34
Cz
41
Cz
42
Cz
43
Cz
44

ij
m∗

1
1
1
0

j
+
1
2II σˆ

σˆz
xx
σˆzyy
σˆz
zz
σˆz
yz

j

 Fontion H (Routine Plader.f)
Considérant le veteur Pi, la première partie de la fontion H est modiée de la
manière suivante :
Pi =

Cz11 + C
z
12 + C
z
13
Cz
21
+ Cz
22
+ Cz
23
Cz
31
+ Cz
32
+ Cz
33
Cz41 + C
z
42 + C
z
43
 ∂f∂σiCij ∂g∂σj = A+B + C (4.67)
A = mm∗ (P1 + P2 + P3)
B =
1
2II σˆ
(m+m∗) (σˆxxP1 + σˆyyP2 + σˆzzP3 + σˆyzP4)
C =
[
1
2IIσˆ
]2
[σˆxx (C
z
11
σˆxx + 2C
z
21
σˆyy + 2C
z
31
σˆzz + C
z
41
σˆyz)] +[
1
2IIσˆ
]2
[σˆyy (C
z
22
σˆyy + 2C
z
32
σˆzz + C
z
42
σˆyz)]+[
1
2IIσˆ
]2 [
σˆzz (C
z
33
σˆzz + 2C
z
34
σˆyz) + σˆ
2
yz
Cz
44
]
Pour un omportement en tration ave l'état de ontrainte au sommet du ne de
Druker-Prager, la fontion H est alulée selon l'équation 4.68.
∂f
∂σi
Cij
∂g
∂σ
j
= P1 + P2 + P3 = [C
z
11 + C
z
22 + C
z
33] + 2 [C
z
12 + C
z
13 + C
z
23] (4.68)
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4.6.2 Validation numérique
Essai biaxial : solution élastique
Pour valider les hangements implémentés, la solution analytique d'un essai biaxial
sans onnement et à déplaement ontrlé, a été trouvée pour un matériau élastique
linéaire transversalement isotrope aratérisé par un plan d'anisotropie inliné de α
(gure 4.12). Pour résoudre e problème nous avons fait l'hypothèse que le hamp de
déformations est homogène selon les variables spatiales x et y. Puisque la solution d'un
problème élastique linéaire est unique, la solution trouvée sera elle du problème donné.
L'éhantillon de gure 4.12 est aratérisé par une hauteur H et une largeur L, le
bord ∂Ω est omposé par les quatre tés du domaine Ω, 'est-à-dire ∂Ω1 (té gauhe),
∂Ω2 (té supérieur), ∂Ω3 (té droit) et ∂Ω4 (té inférieur). Les onditions aux limites
Figure 4.12  Compression biaxiale, π plan d'anisotropie transverse
suivantes sont envisagées pour la résolution du problème :
 ux(x, y)uy(x, y)
uz(x, y)
 =
 ζx+ βyγx+ δy
0
 Conditionsaux
limites
=

uy(x,H) = −uy ∀x ∈ ∂Ω2
uy(x, 0) = 0 ∀x ∈ ∂Ω4
σx(0, y) = 0 ∀y ∈ ∂Ω1,
σx(L, y) = 0 ∀y ∈ ∂Ω3
σxy(0, y) = 0 ∀y ∈ ∂Ω1
σxy(L, y) = 0 ∀y ∈ ∂Ω3
À partir des onditions aux limites en déplaement, nous alulons les oeients γ et
δ.
uy(x, 0) = γx = 0 ∀x ∈ Ω4 =⇒ γ = 0
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uy(x,H) = γx+ δH = −∆H ∀x ∈ Ω2 =⇒ δ = −uy
H
An de trouver les autres onstantes, nous développons l'expression de la ontrainte
selon le repère (O,x,y) :
σx
σy
σxy
σz

i
=

C11 C12 C13 C14
C21 C22 C23 C24
C31 C32 C33 C34
C41 C42 C34 C44

ij

εx
εy
εxy
εz

j

εx
εy
εxy
εz
 =

ζ
δ
(β + γ) /2
0

Pour trouver les onstantes qui restent, il est néessaire de résoudre le système linéaire
suivant : 
σx = C11ζ + C12δ + C13
β
2
= 0
σxy = C31ζ + C32δ + C33
β
2
= 0
(4.69)
À partir de l'équation 4.69.a nous pouvons identier ζ :
ζ = −C12
C11
δ +
C13
C11
β
2
Par substitutions de ζ dans l'équation 4.69 nous obtenons :
−C31
C11
·
[
C12δ + C13
β
2
]
+ C32δ + C32
β
2
= 0
β = 2δ · C12C31 − C32C11
C11C33 − C31C13
Nous aboutissons à l'expression de ζ suivante :
ζ = δ ·
[
− C12
C11
− C13
C11
·
(
C12C31 − C32C11
C11C33 − C31C13
)]
Par la onnaissane de tous les oeients du hamp de déplaement nous avons
obtenu la solution analytique en termes de ontraintes pour un problème de ompression
biaxial sans onnement. Le même problème aux limites a été résolu ave la méthode
des éléments nis. Par la suite nous avons omparé les deux solutions. Ci-dessous les
autres paramètres méaniques utilisés.
E2 = 300 MPa Eπ = fact ∗ E2 MPa
νπ = 0.25 νπ2 = 0.30
Gπ =
Eπ
2 (1 + νπ)
G2π = 30 MPa
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Figure 4.13  Essai biaxial : erreur relative
Le paramètre fat représente le rapport entre les deux modules de Young E2, Eπ. Dans
es aluls nous avons onsidéré uy = 1 mm et H=1 m.
En gure 4.13, nous montrons l'erreur relative parmi les deux solutions en termes
de ontrainte vertiale σy dont l'ordre de grandeur de erry ≈ 10−8. Cette valeur est
susamment petite pour onsidérer que les deux solutions sont égales.
An de vérier aussi que les ontraintes tangentielles σxy sont bien alulés, l'éhan-
tillon est soumis à un hamp de déformation qui vient du hamp de déplaement de
l'équation 4.70. uxuy
uz
 =
−0.0025 x− 0.0010 y− 0.0010 y
0
 (4.70)
La omparaison entre les résultats numériques et les résultats analytiques est montrée
en gure 4.14 en fontion de Iσ et IIσˆ. Ces résultats nous onrme que l'implémentation
donne des résultats orrets pour la partie élastique de la loi de omportement.
Comportement élasto-plastique
Pour valider les hangements dans les routines Pla2eaT, PlaintT, PladerT l'algo-
rithme de return mapping a été implémenté dans un sript Matlab de telle manière
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Figure 4.14  Cinématique imposée : erreur relative
que, envisageant un hamps de déformation donné, la ontrainte dans un état élasto-
plastique puisse être alulée et omparée ave elle obtenue ave les éléments nis.
La inématique imposée est la même que elle dénie au paragraphe préédent mais
ampliée d'un fateur 100 pour que le milieu puisse atteindre un état plastique : uxuy
uz
 =
−0.25 x− 0.10 y− 0.10 y
0

Les paramètres élastiques hoisis sont les mêmes que eux du paragraphe 4.6.2. Les
paramètres méaniques envisagés pour la partie plastique sont les suivants :
ci = 300 kPa cf = 100 kPa
φci = 5
◦ φcf = 18
◦
Bc = 0.005 Bf = 0.001
Même si l'erreur relative sur le premier invariant de la ontrainte errIσ et le deuxième
invariant sur la ontrainte deviatorique errIIσˆ est plus importante par rapport au as
préédent, ils restent susamment petits (errIσˆ ≈ 10−3, errIIσˆ ≈ 10−3).
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Figure 4.15  Cinématique imposée : erreur relative
Une proédure plus rigoureuse de validation aurait du être implementée dans le
sript Matlab à l'aide d'un shema d'intégration diérent de elui dérit dans la setion
4.4.2. Cette stratégie n'a été pas onsidérée puisque l'algorithme de return mapping
développé par Barnihon pour la loi Plasol peut bien être envisagé omme validé. De
ette façon nous avons montré que, en gardant le même algorithme d'intégration, des
aluls faits ave les éléments nis aboutissent au même résultat d'un alul fait ave le
sript Matlab au niveau d'un point matérielle. Le sript Matlab a été lui même validé
en omparant des aluls faits ave la loi Plasol.
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Chapitre 5
Simulation d'exavation : étude
numérique sur un ylindre reux
5.1 Introdution
Le projet européen Timodaz a eu pour objetif d'étudier le omportement thermo-
hydro-méanique dû au stokage des déhets radioatifs dans des ouhes géologiques
profondes, il est don prévu de reuser des tunnels an d'aueillir es déhets. Le
reusement autour de la rohe hte aura omme premier eet d'endommager une zone
(EDZ) où les propriétés hydro-méaniques du matériau seront fortement modiées.
Une des rohes argileuses prévues pour le stokage des déhets radioatifs est l'argile de
Boom dans le site de Mol. An d'étudier à une éhelle réduite la zone endommagée au-
tour du forage, des essais sur un ylindre reux ont été réalisées à l'Eole Polytehnique
Fédérale de Lausanne (setion 3.4.1).
Dans e hapitre nous présentons la modélisation de es essais, en envisageant
un milieu poreux à saturation omplète, omposé de deux phases : la phase solide
inompressible et la phase uide aratérisée par une ompressibilité kw. Les détails
analytiques onernant la aratérisation du milieu saturé sont présentés dans la setion
2.3.2.
Le omportement du squelette solide est modélisé en envisageant deux lois de om-
portement élasto-plastiques (Plasol et Plasol anisotrope) qui sont dérites en détails
dans le hapitre 4. La aratérisation de la partie élastique représente la diérene
entre es deux lois onstitutives lesquelles sont basées sur un ritère de résistane de
Draker-Pruger ave un méanisme adouissant sur la ohésion.
Dans un premier temps nous avons utilisé l'élastiité linéaire isotrope (lois onsti-
tutives Plasol) et, dans un seond temps, nous avons hangé l'élastiité isotrope en
transversalement isotrope (lois onstitutives Plasol anisotrope). Nous montrerons que
l'utilisation de l'élastiité transversale dans le adre de l'élasto-plastiité permet de
modéliser de façon qualitative le omportement anisotrope de l'argile Boom omme
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ont pu le montrer les résultats expérimentaux de Lausanne. Comme le hapitre 3 l'a
souligné, l'anisotropie représente une des aratéristiques les plus importantes pour
ertains géomatériaux.
À ause de la géométrie partiulière de l'éhantillon, un appareil non-standard a été
onsidéré an de pouvoir ontrler de façon independante la pression de onnement
σtot à l'intérieur et à l'éxterieur du ylindre reux. Un agrandissement de l'appareil
éxperimentale déja montré en gure 3.7 est reproposé en gure 5.1 ou il est possible
observer en detail la setion vertiale de l'éhantillon en remarquant les onditions
au limits imposées en terme de pression de onnement σtot et de pression d'eau pw.
Plusieurs essais ont été réalisés par le laboratoire de Lausanne (EPFL) sur le ylindre
Figure 5.1  Zoom de la setion vertial d'un éhantillon du ylindre reux dans l'appareil
éxperimentale.
reux en imposant des déhargements diérents (Labiouse et al. [90℄). Le parours de
déharge pris en ompte dans la modélisation est elui montré en gure 5.2 qui orre-
spond à l'essai 13B-BIS (setion 3.4.1). Au début de l'essai le ylindre reux est hargé
par une ontrainte totale de 4.5 MPa imposée à l'extérieur et à l'intérieur du forage et
une pression d'eau de 1.0 MPa est aussi imposée sur les deux bords du ylindre reux.
Pour simuler le reusement du tunnel et étudier le développement de l'endommage-
ment, la ontrainte totale et la pression d'eau sont respetivement diminuées jusqu'à
1.0 MPa et 0.6 MPa durant 70 minutes (phase A). Dans la phase B, le hargement
reste onstant an de permettre la dissipation des inréments de pressions d'eau ∆pw.
Cette phase dure 11 heures et 20 minutes.
An de modéliser les essais sur le ylindre reux des aluls numériques ont été
réalisés sur une setion horizontale de l'éhantillon montré en gure 5.1 en faisant
l'hypothèse de déformations planes. Auune double ontrainte Σijk et auun gradient de
déformation mirostruturale∇vij sont imposées sur la frontière intérieure et extérieure
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du ylindre reux. Le paramètres hydroméaniques envisagés dans la modélisation pour
la loi de omportement Plasol et Plasol anisotrope sont présentés dans les tableaux 5.1
et 5.2. Ils ont été hoisis faisant référene aux travailles éxperimentales de Horseman et
al. [83℄ et Baldi et al. [9℄, [10℄ et aux travailles de Chen dans le adre du projet european
ATLAS ou le rapport d'anisotropie Eπ/E3 est alulé à l'aide d'une opération d'analyse
inverse.
4.5
2.2
1.0
0.6
A B
4200 450000
Figure 5.2  Conditions aux limites : déhargement du forage (phase A), stabilisation
(phase B). Essai 13bis
Les expérienes numériques montrent que pour les deux lois de omportement (Pla-
sol et Plasol anisotrope) les solutions du problème sont aratérisées par des déforma-
tions loalisées. Dans e adre il n'existe pas de théorèmes mathématiques qui peuvent
nous assurer d'une solution unique pour es lois de omportement ; nous avons prouvé
qu'il est possible de trouver plusieurs solutions pour le même problème aux onditions
aux limites pour un milieu poreux saturé, e qui semble être nouveau en littérature. De
fait nous montrons que la solution peut être aratérisée par des bandes de isaillement
qui se disposent ave des ongurations diérentes durant le temps et dans l'espae.
An de montrer la non-uniité de la solution, plusieurs aluls ont été faits en
imposant diérents paramètres numériques (notamment la disrétisation temporelle
du problème). De ette façon le problème numérique se déroule ave des pas de temps
qui ont une taille diérente dans le temps, impliquant une initialisation du problème
pour des temps diérents, e qui peut onduire l'algorithme de Newton-Raphson à des
solutions diérentes. Cette méthode a été déjà utilisée par Sieert et al. [127℄ pour un
problème en méanique pure.
L'utilisation de la loi de omportement Plasol anisotrope pour la modélisation des
essais en laboratoire dérit de façon qualitative le aratère anisotrope de la rohe
argileuse de Boom. Les déformations plastiques du milieu semblent bien être inuenées
par le plan d'anisotropie qui aratérise la partie élastique du modèle. Ce résultat
orrespond de façon qualitative aux expérienes de laboratoire de Lausanne (EPFL).
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5.2 Données du problème numérique
5.2.1 Maillage
Pour modéliser les essais de Lausanne sur le ylindre reux (setion 3.4.1) nous
onsidérons que le domaine méanique est soumis à un état de déformation plane
puisque 'est elui imposé dans l'appareil expérimental de Lausanne. Le hargement et
la géométrie du ylindre reux sont les mêmes que eux envisagés dans les expérienes
(setion 3.4.1) où le rayon intérieur et extérieur du ylindre ont respetivement une
dimension de Ri = 7mm, Re = 43mm.
La gure 5.3 montre les onditions aux limites et la disrétisation spatiale en quadri-
latères hoisis pour la modélisation numérique. Pour éviter des mouvements rigides trois
degrés de liberté doivent être xés : le déplaement horizontal ux sur le n÷ud A et les
deux omposantes des déplaements ui sur le n÷ud B sont bloqués.
La zone autour du forage est elle qui s'endommage le plus pendant le hargement.
Il est don néessaire d'établir un maillage plus rané. De plus, dans ette zone du
domaine et à ertains moments du déhargement, les déformations se présentent en
bandes de isaillement.
An d'obtenir des solutions numériques qui sont indépendantes du maillage nous
utilisons un milieu ontinu qui permet d'introduire une longueur interne. Pour ela la
modélisation du ylindre reux est faite en envisageant la théorie des milieux ontinus
seond gradient (setion 2.2.3) pour un milieu saturé (Collin et al. [45℄) qui représente
un as partiulier de la théorie des milieux ontinus ave mirostruutre proposée par
Germain en 1973 [72℄ (setion 2.2).
L'introdution d'une longueur interne représente une ondition néessaire pour dérire
de façon objetive la loalisation des déformations plastiques. Pour que l'objetivité
par rapport au maillage soit atteinte il est aussi néessaire que la bande de isaillement
soit disrétisée, dans toute son épaisseur, ave un nombre susant d'éléments.
Le maillage de la gure 5.3 représente don un ompromis entre une disrétisation
spatiale susamment ne qui puisse bien dérire l'épaisseur d'une bande de isaillement
et un maillage qui ne soit pas trop dense e qui peut impliquer des temps de alul
exessifs. Utiliser des éléments trop tordus peut réer des problèmes de onvergene
sur un alul. Pour ela le maillage utilisé a été onstruit en essayant de prendre
des éléments les plus arrés possibles. La dimension d'un té du quadrilatère sur la
ironférene peut être ainsi alulée :
L =
2πR
4NEL
=
πR
2NEL
= K · R ave K = π
2NEL
(5.1)
NEL représente le nombre d'éléments sur un quart de ironférene. À partir du rayon
intérieur R0 = 7 mm nous estimons tous les rayons orrespondants à haque n÷ud
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pour un angle xé :
R1 = R0 +K R0 = R0 (1 +K)
1 R2 = R1 +K R1 = R0 (1 +K)
2
R3 = R2 +K R2 = R0 (1 +K)
3 ..... Rn = R0 +KR0 = R0 (1 +K)
n
(5.2)
Puisque R0 = Re, et que les rayons Ri sont onnus par la géométrie du domaine, nous
utilisons l'équation 5.2 pour aluler le nombre de n÷uds n sur un rayon du ylindre
reux de telle manière que la dimension d'un élément sur le rayon soit approximative-
ment la même que elle sur la ironférene.
n = int
 ln
(
Re
Ri
)
ln (1 +K)

(5.3)
Maintenant que les nombres de n÷uds sur le rayon sont onnus, nous intervertissons
l'équation 5.2 an de trouver la valeur de K qui orrespond à la valeur de n trouvée
(équation 5.4).
K =
[(
Re
Ri
) 1
n
]
− 1 (5.4)
En onnaissant le paramètre K nous pouvons aluler toutes les oordonnées des n÷uds
par l'équation 5.2, en ayant un maillage omposé de 11328 n÷uds et 2976 éléments. De
ette façon les quadrilatères envisagés peuvent bien être approximés à des arrés.
Il est très important de remarquer qu'auune hypothèse sur la symétrie (symétrie
horizontale et vertiale) de la solution ne peut être a priori prise en ompte à ause
des déformations loalisées qui apparaissent dans le ylindre reux pour la plupart des
expérienes numériques réalisées.
Dans les setions 5.3 et 5.4 nous montrerons la solution numérique de ertains aluls
où la symétrie vertiale et horizontale ne se présente jamais. Pour le régime des défor-
mations loalisées il n'est don pas orret de modéliser les expérienes de Lausanne en
onsidérant un quart de ylindre reux au lieu du domaine entier. En eet la symétrie
par rapport aux axes horizontaux et vertiaux est automatiquement atteinte par les
onditions aux limites imposées sur les tes horizontaux et vertiaux (gure 5.4). Pour
toutes es raisons les aluls numériques ont été faits en disrétisant le domaine entier
du ylindre reux.
Toutefois dans la setion 5.8 nous présentons aussi des aluls faits sur un quart de
ylindre reux pour montrer que l'imposition de la symétrie n'amène pas la solution
du problème à une solution préise mais les parours de loalisation déjà observés sur
le ylindre entier sont enore retrouvés sur le problème du quart du ylindre reux.
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A
B
Figure 5.3  Disrétisation spatiale du ylindre reux entier en éléments nis.
Figure 5.4  Disrétisation spatiale d'un quart de ylindre reux en éléments nis.
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5.2.2 Paramètres matériels
Les paramètres qui aratérisent l'érouissage du matériau ave un ritère de plas-
tiité Druker-Prager sont hoisis en aord ave les expérienes de laboratoire de Baldi
et al [9℄, [10℄.
Un angle de α = 0 pour l'inlination du plan d'isotropie a été hoisi. Dans e as
le repère loal (O, e1, e2, e3) est don oïnident ave le repère global (O, ex, ey, ez)
(gure 4.11, setion 4.5) et le plan d'isotropie π est identié par les verseurs ( ex, ey ).
En utilisant les résultats expérimentaux de Chen dans le adre du projet de reherhe
ATLAS [40℄ nous avons hoisi un rapport d'anisotropie Eπ/E2 entre les modules de
Young pour les deux diretions orthogonales égal à deux. Les travaux expérimentaux
de Bernier [18℄ et Bastiaens [14℄, [15℄ sont dédiés à la ompréhension des phénomènes
de diusion hydraulique. En aord ave les résultats de es études expérimentales nous
avons hoisi les paramètres hydrauliques du modèle.
Pour e qui est de la détermination du paramètre seond gradient D, auune étude
n'a été faite en littérature pour aler e paramètre ave des essais réels. Dans e adre
le travail de El Moustapha [60℄ se propose omme objetif de trouver des paramètres
pour la loi Plasol et pour le paramètre D qui puissent bien modéliser les travaux ex-
périmentaux de Besuelle [29℄ en régime de loalisation.
Pour les aluls proposés dans e hapitre le paramètre seond gradient D a été hoisi
pars des essais numériques biaxiaux en vériant que l'évolution de la bande de isaille-
ment est onstamment traversée par au moins trois éléments. Les paramètres matériels
onsidérés dans la modélisation sont ahés dans les tableaux 5.1 et 5.2.
PARAMÈTRES MÉCANIQUES
isotrope anisotrope
Module de Young Eπ [ Pa ℄ 300*10
6
400*10
6
Module de Young E3π [ Pa ℄ 200*10
6
200*10
6
Coeient de Poisson νπ [ - ℄ 0.125
Coeient de Poisson ν3π [ - ℄ 0.125
Module de isaillement G3π [ Pa ℄ 133*10
6
177.8*10
6
Cohésion Initiale ci [ Pa ℄ 300*10
6
Cohésion Finale cf [ Pa ℄ 100*10
6
Paramètre d'érouissage βc [ - ℄ 0.01
Paramètre d'érouissage βφ [ - ℄ 0.01
Angle de frottement initiale φci [
◦
℄
18
Angle de frottement nale φcf [
◦
℄
18
Angle de dilatane ψ [ ◦ ℄
5
Solid spei mass [kg/m
3
℄ ̺s
2026
Paramètre de Seond gradient [N℄ D
0.03
Table 5.1  Paramètres méaniques
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PARAMÈTRES HYDRAULIQUE
Porosité Initiale φ [ - ℄ 0.39
Perméabilité intrinsèque kint [ m
2
℄ 4.10−19
Masse d'eau spéique ̺w [ kg/m
3
℄ 1000
Visosité dynamique du uide µ [ Pa.s ℄ 1.0−3
Liquid ompressibility oeient 1/χw [
MPa−1 ℄
1.0−4
Table 5.2  Paramètres hydrauliques
5.2.3 Numérotation des degrés de liberté
Le problème aux onditions aux limites résolu montre des temps de alul impor-
tants, en raison du nombre élevé de n÷uds et des degrés de liberté rajoutés à ertains
n÷uds pour dénir la partie seond gradient du modèle. Pour optimiser le temps de
es aluls quatre numérotations des n÷uds ont été prises en ompte an d'utiliser
elle qui permet de mieux ondenser la matrie de rigidité globale du système. Cei
peut diminuer le temps de résolution du système linéaire et don le temps global du
problème.
Ci-dessous les quatre aluls faits en résolvant le problème aux onditions aux li-
mites ave les quatre numérotations diérentes des degrés de liberté. Ces aluls ont
été faits uniquement pour la phase A :
1. Une numérotation des degrés de liberté est appliquée le long de la diretion x
puis le long de la diretion y.
Temps du alul : 17h41.
2. Une numérotation des degrés de liberté est appliquée le long de la diretion y
puis le long de la diretion x.
Temps du alul : 18h36.
3. Numérotation des n÷uds et don des degrés de liberté par ouhes suessives
du périmètre de la avité (gure 5.5.a).
Temps du alul : 29h49.
4. Numérotation des n÷uds et don des degrés de liberté en tournant une fois dans
le sens inverse des aiguilles d'une montre puis dans le sens des aiguilles d'une
montre (gure 5.5.b).
Temps du alul : 8h11.
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Figure 5.5  Numérotation des n÷uds : a) numérotation irulaire, b) numérotation al-
ternée
La numérotation la plus performante est elle du as 4 où le alul atteint la solution
environ quatre fois plus rapidement que par rapport à la numérotation du as 3. Qua-
litativement e gain de performane est expliqué par le fait que le temps de résolution
du système linéaire est proportionnel au arré de la largeur de la bande qui aratérise
la matrie de rigidité globale du problème (équation 2.119 de la setion 2.4.4). En eet
la largeur de bande du système linéaire est très inférieure dans le as 4 par rapport aux
autres.
5.2.4 Algorithme de disrétisation temporelle
Les aluls qui seront montrés dans les setions 5.3 et 5.4 ont deux objetifs prin-
ipaux :
1. Modéliser les expérienes de Lausanne sur un ylindre reux de l'argile de Boom
en utilisant les deux lois de omportement présentées dans le hapitre 4, Plasol
et Plasol anisotrope. L'utilisation de la loi anisotrope se propose de dérire de
façon qualitative les déformations plastiques anisotropes qui semblent être bien
mises en évidene dans les résultats expérimentaux de Lausanne.
2. Montrer que pour les deux lois de omportement Plasol et Plasol anisotrope la
solution du problème aux onditions aux limites n'est pas unique, étant donné
qu'il est possible d'en trouver plusieurs. Pour atteindre et objetif nous répétons
le même alul ave une disrétisation temporelle diérente.
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Le logiiel aux éléments nis utilisé (Lagamine, Univérsité de Liège) propose deux
stratégies diérentes pour gérer la taille du pas de temps an d'atteindre la solution à
la n du déhargement.
 Stratégie manuelle.
La dimension du pas de temps ∆t est xée dans un hier de hargement, e
qui fait que le alul avane ave des pas onstants dans le temps. Pour ette
stratégie, si le alul ne onverge pas ar ∆t est trop grand, il est néessaire de
relaner le alul ave une valeur de ∆t plus petite.
 Stratégie automatique.
Si le alul onverge deux fois onséutives de façon susamment régulière, la
taille du pas de temps est doublée ; au ontraire, si le alul ne onverge pas, le
pas de temps ∆t est divisé par deux.
Cette stratégie permet à la fois d'optimiser le temps du alul et, en même temps, évite
de relaner le alul si la taille du pas de temps ∆t est trop grande an qu'il atteigne
une onvergene satisfaisante. Un ∆tmin et un ∆tmax sont alors imposés dans le hier
de hargement pour que la division et la multipliation du pas ne soient pas exessives.
La modélisation du omportement d'un matériau en régime de loalisation implique
des gradients de déformation très élevés à l'intérieur de la zone loalisée. Utiliser une
stratégie manuelle pour e genre de aluls peut nous forer à hoisir un ∆t a priori très
petit au désavantage du temps du alul. Une stratégie automatique est alors hoisie
dans les aluls qui suivent.
Puisque l'uniité de la solution n'est pas garantie pour des lois de omportement
adouissantes, un hangement de la disrétisation temporelle peut impliquer un hange-
ment de la solution. Nous montrons qu'en hangeant les données de la disrétisation
temporelle du problème en terme de taille initiale du pas ∆to, de taille minimale et
de taille maximale du pas (∆tmin, ∆tmax) nous hangeons l'initialisation du problème
pour haque pas de temps ; il peut don présenter des solutions diérentes.
En modiant la division en pas de temps on modie aussi la valeur du hamp de vitesse
initiale et de son gradient à la première itération de l'algorithme de Newton-Raphson
sur un pas de temps. Ce hangement peut être susant pour onduire le problème
numérique à des solutions qui montrent des diérenes remarquables les unes par rap-
port aux autres.
L'exemple présenté dans la setion 2.5.1 (gure 2.9) explique de façon simple l'im-
portane de l'initialisation d'un algorithme de Newton-Raphson si le problème est ara-
térisé par plusieurs solutions.
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5.3 Étude de non-uniité : loi de omportement Plasol
Pour le problème aux onditions aux limites et initiales présenté dans la setion 5.2,
une étude de non-uniité ave la loi de omportement Plasol isotrope est développée
dans ette setion. An de montrer les diérentes solutions que le problème numérique
peut présenter, les données onernant la disrétisation temporelle sur la gestion de la
taille du pas sont hangées. Nous onsidérons deux solutions omme diérentes entre
elles selon les deux ritères suivants :
 La onguration des points en harge plastique ou en harge-déharge élastique
dans l'espae.
 L'évolution des points en harge plastique ou en harge-déharge élastique dans
le temps.
Les solutions qui sont montrées dans la suite présentent des déformations loalisées
en bandes de isaillement. Les ritères préédemment dérits an de distinguer une
solution d'une autre ont don pour objetive d'analyser l'évolution des déformations
loalisées dans le temps et l'espae (nombre de bandes de isaillement atives, temps
durant lequel une bande se forme, temps durant lequel un bande se désative, type de
bande, et et).
De façon qualitative nous pouvons lassier les solutions de e problème au ondi-
tions aux limites en trois groupes :
1. Groupe 1.
Solution axisymétrique.
2. Groupe 2.
Solution en bandes de isaillement formée à partir d'une ouronne irulaire très
ne autour du forage pour se développer vers l'extérieur (ISO-1, ISO-4 gure 5.6)
au fur et à mesure de la déharge du forage.
3. Groupe 3.
Solution en bandes de isaillement se présentent à partir de la déharge d'une
grosse ouronne irulaire de points plastiés (ISO-2, ISO-3 gure 5.6).
Il est important de remarquer que la solution axisymétrique avait pu être trouvée en
imposant une valeur du paramètre seond gradient D beauoup plus grand que la taille
de l'éhantillon. De ette manière, pour modéliser un essai biaxial, puisque l'épaisseur
de la bande de isaillement est beauoup plus grande que l'éhantillon, la solution sera
toujours elle homogène où tous les points sont en harge plastique. Cet exemple reste
vrai pour l'essai sur un ylindre reux sauf que la solution ne sera pas homogène mais
axiale symétrique.
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À partir de la lassiation préédente nous montrerons que, pour le même type de
solution en bandes de isaillement l'évolution du problème est diérente. La phase de
déharge (phase A) et de stabilisation (phase B) est prise en ompte dans la modélisa-
tion numérique.
Pour identier une bande de isaillement nous regardons l'état en ontrainte de
haque point matériel. En utilisant les prinipes de l'élasto-plastiité (setion 4.2.2)
nous allons olorer haque point du domaine étudié selon l'état des ontraintes orre-
spondante, jaune si l'état de ontrainte est à l'intérieur du ritère de plastiité, bleu si
l'état de ontrainte est sur le ritère de plastiité.
Plusieurs aluls ont été faits pour étudier le problème de non-uniité pour le prob-
lème du ylindre reux. Parmi toutes les solutions qui montrent des déformations lo-
alisées nous en avons hoisi quatre qui semblent être les plus signiatives pour le
problème étudié. La solution axiale-symétrique est aussi présentée dans les setions
suivantes. En gure 5.6 nous proposons l'ensemble des solutions trouvées durant le
temps pour la phase A des onditions aux limites. Dans l'annexe B.1.1 nous proposons
l'évolution de l'état des points de Gauss (gures B.1, B.2, B.3 et B.4) et des déforma-
tions plastiques équivalentes εp
eq
(gures B.5, B.6, B.7 et B.8) de façon plus détaillée.
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4121,25 s
ISO-1 ISO-2 ISO-3 ISO-4
temps = 2268 s temps = 2352 s temps = 2352 s
3612 s 3360 s 2377,2 s
4011 s 4053 s 2702,7 s
2779,21875 s
2850,09375 s
2934,09375 s
3207,09375 s
3669,09375 s
4200 s 4200 s 4200 s
4032 s 4110,75 s 2788,8 s
4042,5 s 2870,7 s
4063,5 s 4142,25 s 3030,3 s
4089,75 s 4152,75 s 3265,5 s
3668,7 s4173,75 s4152,75 s
4200 s
Solution axiale-symétrique
temps = 2250 s
2700 s
3150 s
3600 s
3712 s
3881 s
4050 s
4106 s
4200 s
temps = 2184 s
2646 s
Figure 5.6  Évolution des quatre solutions trouvées pour la phase A : points de Gauss en
harge plastique (en bleu), en harge-déharge élastique (en jaune).
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5.3.1 Déhargement du forage : phase A
La loi de omportement Plasol est initialement proposée pour modéliser le problème
ouplé d'un ylindre reux soumis aux onditions aux limites des essais de l'Éole
Polytehnique Fédérale de Lausanne en ondition saturée.
Les solutions obtenues à la n de la phase A sont montrées dans les gures 5.7 et 5.8
et présentent des zones à déformations loalisées en bandes onjuguées et en bandes à
spirales. Toutes les solutions présentées à la n de la phase A montrent une distribution
de l'état de points de Gauss invariantes par rotation. Le alul ISO-2A est le seul que,
jusqu'au pas 32 (t=4089,75s), présente une solution symétrique par rapport les axes
horizontales et vertiales.
Le tableau 5.3 montre pour haque alul la taille minimale du pas ∆tmin, la taille
maximale du pas ∆tmax et la taille initiale du pas ∆to utilisées. Au début du déharge-
ment, la solution du problème étant purement élastique, le alul arrive à bien onverger
de façon à e que la taille du pas puisse être failement doublée. La valeur maximale
de la taille du pas atteinte par le alul est indiquée ave ∆t⋆
max
dans le tableau 5.3.
Après qu'une ouronne irulaire autour du forage a déjà plastiée, le problème om-
mene à présenter les premiers points en déharge élastique abandonnant la solution
axiale symétrique. À partir de e moment le alul n'arrive plus à onverger ave la
taille maximale du pas ∆tmax, e qui fore à réduire le pas plusieurs fois au fur et à
mesure de la déharge. Les tailles minimale et maximale du pas atteintes par le alul
sont indiquées dans le tableau 5.3 omme ∆t⋆min et ∆t
⋆
max.
Calul Group ∆to ∆tmin ∆tmax ∆t
⋆
min
∆t⋆
max
n
◦
bnds bnds
ISO-1A 2 42 s 0.001 s 84 s 0.65625 s 84 s 20 Pér.
ISO-2A 3 42 s 0.001 s 840 s 1.3125 s 672 s 24 Conj.
ISO-3A 3 168 s 0.001 s 1680 s 5.25 s 672 s 12 Pér.
ISO-4A 2 8.4 s 0.001 s 8.4 s 2.1 s 8.4 s 20 Pér.
Table 5.3  Données pour la gestion de la disrétisation temporelle du alul
En observant la lassiation des harges des points de Gauss, nous pouvons af-
rmer que les solutions ISO-1A et ISO-4A appartiennent au groupe 2 alors que les
solutions ISO-2A et ISO-3A appartiennent au groupe 3 (5.3). Pour mieux omprendre
la nature de ette lassiation et les diérents délenhements de bandes de loalisa-
tion nous regardons de près l'évolution des aluls ISO-1A et ISO-3A dans le temps
(gures 5.9.a et 5.9.b).
Après avoir plastié en forme de ouronne irulaire très ne, le alul ISO-1A om-
mene à présenter des points en déharge élastique à partir de la zone adjaente de
l'intérieur du forage (t=2184 s). Au fur et à mesure de la déharge, la densité de points
en déharge élastique tend à augmenter (t=2860 s) jusqu'à que les points en déharge
élastique se regroupent pour bien dénir les bandes de isaillement (t=3207 s). À partir
du moment où les zones à déformation loalisée sont bien dénies, ils ommenent à
151
5.3. ÉTUDE DE NON-UNICITÉ : LOI DE COMPORTEMENT PLASOL
ISO-1A ISO-2A
ISO-3A ISO-4A
Figure 5.7  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : points en harge
plastique en bleu, points en harge-déharge élastique.
ISO-1A ISO-2A
ISO-3A ISO-4A
Figure 5.8  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : déformations plastiques
équivalentes εpeq (déplaements ampliés d'un fateur 10).
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t = 2352 s t = 3612 s t = 4100 s
ISO-3A
t = 4121 s t = 4153 s t = 4195 s
t = 2184 s t = 2824 s
t = 3207 s t = 3753 s
ISO-1A
t = 4002 s
t = 2860 s
a) b)
Figure 5.9  Évolution du alul ISO-1A et ISO-3A pour la phase A : points en harge
plastique
s'élargir vers l'extérieur du ylindre reux (t=3753 s et t=4002 s) jusqu'à qu'ils
arrivent à la onguration de gure 5.7 (t=4200 s).
À la diérene du alul ISO-1A, le alul ISO-3A onserve une solution axiale
symétrique presque jusqu'à la n de la déharge (t=4100 s) lorsqu'une brusque déharge
élastique se délenhe à l'intérieur de toute l'épaisseur de la ouronne plastiée. Dans
les pas qui suivent les bandes de isaillement ontinuent à se former en dénissant
mieux ses ontours (t=4153 s et t=4195 s) jusqu'à arriver à la onguration propre de
la n de la déharge (t=4200 s).
Il est néessaire de remarquer que les solutions en bandes de loalisation qui se
délenhent ave le même méanisme (groupe 2 ou groupe 3) peuvent se développer
de façon diérente dans le temps omme il est montré pour les aluls ISO-2A et ISO-
4A. Pour le premier, la seule diérene est que les bandes sont tournées dans le sens
opposé par rapport au as ISO-1A alors que le alul ISO-2A montre une onguration
à bandes onjuguées.
5.3.2 Stabilisation : phase B
Dans la phase B du déhargement les onditions aux limites sont laissées onstantes
an de laisser se dissiper les inréments de pression d'eau. L'objetif de ette partie
n'est pas de herher plusieurs solutions mais de regarder l'évolution des zones loalisées
dans le temps.
À partir de la gure 5.10 nous pouvons observer qu'à la n du déhargement (t=45000
s), les bandes de loalisation se propagent jusqu'à deux tiers du ylindre reux en
onservant toujours la struture de bandes à spirales. La solution ISO-2B montre aussi
des bandes à spirales de forme similaire aux résultats des autres simulations, même si
à la n de la phase A ette solution est aratérisée par des bandes onjuguées.
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ISO-1B ISO-2B
ISO-3B ISO-4B
Figure 5.10  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : points en harge
plastique en bleu, points en harge-déharge élastique.
ISO-1B ISO-2B
ISO-3B ISO-4B
Figure 5.11  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : déformations plas-
tiques équivalentes εpeq (déplaements ampliés d'un fateur 2).
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Il est don lair, que pour le même alul ertaines bandes peuvent se désativer en
hangeant la forme de la solution. La gure 5.12 présente les détails de e hange-
ment en trois temps diérents. À t=4368 s les bandes onjuguées ommenent à se
déharger pour ne laisser que les bandes à spirales qui ontinuent à se harger (t=4536
s). À t=4788 s les bandes onjuguées sont omplètement désativées. Cet aspet a été
déjà remarqué par Bésuelle et al. [27℄ sur des essais biaxiaux en méanique pure. Be-
suelle a aussi montré que, même expérimentalement, e phénomène d'ativation et de
désativation de bandes peut être observé en laboratoire [29℄.
t=4242 s t=4368 s t=4536 sISO-2B t=4788 s
Figure 5.12  Changement de parours de loalisation, alul ISO-2B (phase B)
En superposant les résultats des aluls ISO-3 et ISO-4 à la n de haque phase
nous pouvons observer que le nombre des bandes de isaillement n'est pas hangé mais
une légère rotation des spirales se présente à la n de la phase de stabilisation (gure
5.13). Dans ette gure nous ahons en bleu, les points en harge plastique à la n
de la phase A, en rouge, les points en harge plastique à la n de la phase B, et en
noir, les points que les deux solutions ont en ommun.
ISO-3A   ISO-3B   ISO-4A   ISO-4B   
Figure 5.13  Comparaison des solutions entre la phase (A) et la phase (B)
La gure 5.14 montre le diamètre à l'intérieur du ylindre reux à la n de la phase
B. Nous remarquons que les aluls ISO-2B et ISO-3B, appartenant au même groupe
de solutions (groupe 3), montrent un omportement périodique du forage intérieur ave
une période de 90 degrés pour ISO-2B et de 30 degrés pour ISO-3B.
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Figure 5.14  Diamètre intérieur du ylindre reux Dint = f(θ) (phase B)
5.3.3 Convergene numérique du problème
Les valeurs des paramètres de onvergene (en fore et en déplaement) représentent
un indiateur de l'évolution du alul au fur et à mesure du proessus itératif sur un
pas de temps. Il est don représentatif du omportement global qui onerne la solution
numérique d'un problème aux onditions aux limites.
De e fait une étude de onvergene est proposée dans ette setion pour les quatre
solutions trouvées ave la loi de omportement Plasol. Les valeurs des toléranes sur
la onvergene en fore et en déplaement sont respetivement tolforce = 1 ∗ 10−7 et
toldepl = 1 ∗ 10−5. Le nombre maximal d'itérations imposé est de trente. Cette étude
analyse la onvergene dans les aspets suivants :
 Nombre d'itérations en fontion du nombre de pas.
La gure 5.15 montre qu'en passant d'un état élastique à un état élasto-plastique
le nombre d'itérations passe de quatre, inq itérations à un nombre variable sen-
siblement supérieur. Le passage de la solution axisymétrique à elle ave des
déformations loalisées bien dénies montre des pis pour la onvergene dans
toutes les solutions.
La raison prinipale qui justie ette augmentation du nombre d'itérations est
que, en raison de la non-uniité, dès que le domaine ommene à plastier, l'algo-
rithme numérique essaie de trouver parmi toutes les solutions possibles elle qui
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garantie l'équilibre durant e pas. Dans le alul ISO-4A la tendane moyenne
de la onvergene est bien laire étant donné qu'il est fait ave un ∆tmax petit.
Dans la setion 5.3.3 une analyse plus détaillée est proposée pour ertains pas du
alul ISO-2A.
 Temps en fontion du nombre de pas.
La gure 5.16 montre l'avanement du alul en fontion du temps, en permettant
de voir la disrétisation temporelle de haun. Dans la phase A les quatre aluls
montrent un plateau en indiquant la n de l'état élastique et le début de la phase
élasto-plastique. Ce plateau est justié par le fait que, pendant le omportement
élastique, le alul avane en doublant la taille du pas jusqu'à arriver à sa taille
maximale. Quand le milieu plastie, il n'arrive plus à onverger ave un pas
aussi grand et ommene don à le diviser jusqu'à e qu'il trouve la taille du pas
∆t susamment petite. Dès que les zones loalisées sont bien dénies le alul
progresse en doublant la taille du pas omme on peut voir à la n de la phase A
et au début de la phase B.
Nous remarquons que les solutions qui appartiennent au même groupe (ISO-1A,
ISO-4A au groupe 2 et ISO-2A, ISO-3A au groupe 3) sont elles aratérisées par
un intervalle de temps ∆tmax du même ordre de grandeur. ∆tmax semble être la
donnée qui inuene le plus le hoix de la solution entre elle du groupe 2 et elle
du groupe 3. Cet aspet sera présenté en détail dans le paragraphe 5.6.
 Valeurs de la onvergene pour haque pas en fore et en déplaement
Les valeurs des paramètres de onvergene fconve, dconve présentés dans les équa-
tions 2.122 et 2.123 de la setion 2.4.4 sont ahées pour haque pas de temps
et haque itération (gures 5.17 et 5.18).
Dans ette gure nous retrouvons les pis en terme d'itération pour haque pas
de temps présentés dans la gure 5.15. Dès que le milieu dépasse l'état élastique,
il semble lair que la vitesse de onvergene quadratique est perdue pour es
aluls.
La valeur de la tolérane en fore étant très basse, la valeur de dconve atteint le bruit
numérique et reste presque onstante pendant les dernières itérations sur le pas de
temps. Cet aspet est observable en gure 5.18 où la ouleur orrespondante à la
valeur de dconve est la même pendant les dernières itérations. Le bruit numérique
pour la onvergene en déplaement se remarque aussi dans les gures 5.22 et
5.23 de la setion suivante où nous analysons de près la onvergene de ertains
pas.
Dans l'annexe B.1.3 les valeurs de la onvergene pour haque pas de temps en
fore et en déplaement sont proposées pour tous les autres aluls (ISO-1, ISO-3
et ISO-4). La remarque faite auparavant sur le bruit numérique du alul ISO-2
est valable aussi pour les autres solutions trouvées (ISO-1, ISO-3 et ISO-4).
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Figure 5.15  Convergene du problème : nombre d'itérations pour haque pas
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Figure 5.16  Convergene du problème : nombre de pas par rapport au temps du alul
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Figure 5.17  Convergene en fore : alul ISO-2A,B
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Figure 5.18  Convergene en déplaement : alul ISO-2A,B
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Convergene des pas 15, 20 et 21 : Calul ISO-2A
An de mieux omprendre les raisons pour lesquelles, en présene d'un état pla-
stique, la onvergene montre des pis, nous analysons trois pas du alul ISO-2A :
le 15, le 20 et le 21. Une analyse de l'état du milieu pendant les itérations est aussi
envisagée pour es pas.
Pas 15.
La solution pendant les itérations du pas 15 est montrée en gure 5.19. Ce pas de
temps n'arrive pas à la onvergene en utilisant l'inrément de temps du pas préédent
∆t = 336s (gure 5.19.a) don il est foré de le diviser par deux et de redémarrer
le alul du pas 15 ave un ∆t = 168s (gure 5.19.b). Dans ette première tentative
l'inrément de temps est tel que la ontrainte orrespondante à la déformée de haque
itération donne des strutures qui ne permettent pas de respeter l'équilibre. De ette
façon, après l'itération 23 (gure 5.19.a), la déformée est aratérisée par un jaobien
négatif ausant l'arrêt du logiiel qui redémarre le proessus itératif ave un inrément
de temps divisé par deux. En gure 5.19 et 5.20 nous avons indiqué ave DIVIS le
nombre de fois que le logiiel divise par deux le pas de temps.
Après avoir divisé la taille du pas, l'algorithme de Newton-Raphson est redémarré
en atteignant une solution parfaitement axisymétrique ave 30 itérations. Le fait que
le alul a besoin de toutes es itérations pour arriver à une solution axiale symétrique
est du ouplage qui existe entre la partie premier gradient et la partie seond gradient
pendant la résolution numérique du problème, omme onrmé par les gures 5.22 et
5.24.
Ces gures présentent la onvergene globale du problème ainsi que elle pour
haque degré de liberté en déplaement (d.d.l. partie premier gradient, d.d.l. pres-
sion d'eau, d.d.l. partie seond gradient) onernant les pas 15 et 20. Il semble lair
que le degré de liberté sur la partie seond gradient a besoin de 30 itérations pour
atteindre une valeur inférieure à tolforce alors que la onvergene en déplaement après
l'itération 17 est déjà au-dessous de toldepl. Entre les itérations 17 et 30, la onvergene
reste onstante puisqu'elle atteint le bruit numérique.
Pas 20.
Le pas 20 est le premier qui ommene à présenter des points en déharge élastique
à l'intérieur de la ouronne irulaire. De façon qualitative les mêmes onsidérations
faites sur la onvergene peuvent être proposées pour e pas (gures 5.22 et 5.24).
Néanmoins, dans e pas, le alul atteint la solution sans faire auune division du pas.
Il onverge en 29 itérations.
Pas 21.
Le pas 21 onverge en divisant le pas quatre fois. L'inrément initial du pas de temps
∆t est égal à ∆t = 21s et elui ave lequel il onverge est égal à ∆t = 1.3125s. Pendant
les itérations de haque division de ∆t montrés en gure 5.20 le alul trouve plusieurs
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strutures qui ne satisfont pas l'équilibre mais qui sont toutefois possibles. En eet dans
d'autres aluls il a été possible d'obtenir la onvergene ave es mêmes strutures à
déformation loalisée mais orrespondantes à temps diérents (gure 5.21).
Cette gure montre des solutions ultérieures trouvées ave des données diérentes
de la disrétisation temporelle (∆tmax = ∆to), où nous retrouvons de façon qualitative
ertaines strutures de la gure 5.20. Les images a) et b) représentent des solutions à
bandes onjuguées semblables à e qui est obtenu pendant le pas 21 à l'itération 7 de la
division 0, l'image ) semble être omparable à la gure qui orrespond à l'itération 30
après la première division du pas. Enn la solution montrée dans l'image d) de la gure
5.21 est pratiquement la même que elle obtenue pendant la troisième division du pas
21, à l'itération 30. Les gures 5.23 et 5.25 montrent les détails de la onvergene pour
le pas 21.
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Figure 5.19  État des points de Gauss et des ontraintes pendant les itérations (pas 15).
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Figure 5.20  Convergene du alul pendant les itérations (step 20 et 21).
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Figure 5.21  États de points de Gauss : solutions ultérieures trouvées ave hangement
de paramètres matériels, ∆tmax = ∆to.
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Figure 5.22  Convergene du alul ISO-2A, pour les pas 15 et 20 pour haque division
du pas (paramètres fconve et dconve).
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Figure 5.23  Convergene du al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Figure 5.24  Convergene des trois degrés de liberté pour les pas 15 et 20 du alul ISO-
2A.
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Figure 5.25  Convergene des trois degrés de liberté pour le pas 21 du alul ISO-2A.
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5.4 Étude de non-uniité : loi de omportement Plasol
anisotrope
Une des aratéristiques les plus importantes de l'argile de Boom est représentée par
son omportement anisotrope dû au proessus de déposition par ouhe des minéraux
argileux (hapitre 3).
An de modéliser le aratère anisotrope de ette rohe qui est bien visible dans les
travaux expérimentaux de l'EPFL sur un ylindre reux, nous présentons dans ette
setion les résultats numériques atteints en utilisant la loi de omportement Plasol
anisotrope (hapitre 4). Comme pour le as isotrope, le problème de non uniité est
traité en hangeant la disrétisation temporelle du problème pour la modélisation de
la phase A. Les paramètres méaniques envisagés sont eux du tableau 5.1. Le plan du
littage est imposé à zéro degrés (α = 0◦, gure 4.11).
Comme pour les aluls faits ave la loi de omportement Plasol, nous allons montrer
quatre solutions diérentes qui présentent les loalisations des déformations en bandes
de isaillement. Selon le méanisme de délenhement des déformations loalisées, il
est possible de lassier les solutions trouvées de la même manière que pour le as de
la loi de omportement isotrope (setion 5.3) :
1. Groupe 1.
Solution symétrique par rapport à l'axe horizontal et vertial.
2. Groupe 2.
Solution en bandes de isaillement formée à partir d'une zone plastiée ne autour
du forage pour se développer vers l'extérieur au fur et à mesure de la déharge
du forage (ANISO-1, ANISO-4 gure 5.26).
3. Groupe 3.
Solution en bandes de isaillement qui se présente à partir de la déharge d'une
grosse zone de points plastiés (ANISO-2, ANISO-3 gure 5.6).
La phase de stabilisation est aussi modélisée pour étudier la propagation des bandes
de isaillement au ours du temps. Un ensemble des solutions trouvées est montré
en gure 5.26 en inluant aussi la solution symétrique par rapport aux axes vertial
et horizontal. Dans l'annexe B.1.4 nous proposons l'évolution de l'état des points de
Gauss (gures B.16, B.17, B.18 et B.19) et des déformations plastiques équivalentes εp
eq
(gures B.20, B.21, B.22 et B.23) de façon plus détaillée .
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ANISO-1 ANISO-2 ANISO-3 ANISO-4
temps = 2100 s temps = 2604 s temps = 2352 s
2268 s 3612 s 3696 s
2604 s 3823,96875 s 3917 s
2730 s 3827,25 s 3935 s
2801 s 3831,1875 s 3945 s
2914 s 3844,3125 s 3960 s
3218 s 3949,3125 s 3996 s
3617 s 4075,3125 s 4082 s
4200 s 4200 s 4200 s
Solution symétrique par rapport 
aux axes verticales et horizontales
temps = 2150 s
2580 s
3010 s
3440 s
3655 s
3870 s
4085 s
4142 s
4200 s 4200 s
temps = 2400 s
2810 s
2862 s
2921 s
3121 s
3446 s
3596 s
3946 s
Figure 5.26  Évolution des quatre solutions trouvées pour la phase A : points de Gauss
en harge plastique (en bleu), en harge-déharge élastique (en jaune).
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5.4.1 Déhargement du forage : phase A
Comme expliqué dans la setion 4.5, l'introdution de l'isotropie transversale sur le
omportement élastique apporte une ontribution anisotrope importante au niveau du
omportement élasto-plastique du milieu.
Parmi tous les aluls faits, quatre solutions ont été envisagées pour montrer la
non-uniité du problème aux onditions aux limites sur un ylindre reux pour la
phase de déharge. Ces quatre solutions ont été trouvées en hangeant l'initialisation
de l'algorithme de Newton-Raphson à travers un hangement de données sur la gestion
de la taille du pas. Elles sont montrées dans les gures 5.27 et 5.28 où il est possible
d'observer qu'elles sont toutes aratérisées par une struture à bandes onjuguées.
Les données sur la disrétisation temporelle sont montrées dans le tableau 5.4. ∆t⋆
max
et ∆t⋆min représentent la taille du pas maximale et minimale atteinte par les quatre
aluls.
Calul Grp ∆to ∆tmin ∆tmax ∆t
⋆
min
∆t⋆
max
n
◦
bnds bnds
ANISO-1A 2 42 0.001 84 1.3125 84 16 Con.
ANISO-2A 3 42 0.001 840 0.328125 672 14 Con.
ANISO-3A 3 168 0.001 1680 0.4921875 672 12 Con.
ANISO-4A 2 8.4 0.001 8.4 2.1 4.2 14 Con.
Table 5.4  Données pour la gestion de la disrétisation temporelle du alul
Même pour la loi de omportement anisotrope, les solutions qui présentent des
déformations loalisées se délenhent prinipalement selon deux méanismes qui ar-
atérisent les solutions du groupe 2 et les solutions du groupe 3, omme présenté dans
la setion 5.3. De façon équivalente aux as ave la loi de omportement Plasol, les
solutions ANISO-1A et ANISO-4A appartiennent au groupe de solutions 2 alors que
les solutions ANISO-2A et ANISO-3A appartiennent aux solutions du groupe 3.
En gure 5.29 nous pouvons observer l'évolution de la solution pour les aluls
ANISO-1A et ANISO-3A. Il est néessaire de remarquer qu'autour du forage les deux
aluls présentent une zone plastiée symétrique par rapport aux axes x et y avant de
présenter des points en déharge dans la zone plastiée. Dès que les premiers points de
Gauss ont un omportement en déharge élastique ette symétrie est perdue au ours
de tout le alul.
Les premiers points en harge plastique apparaissent aux environs de 50 degrés par
rapport à l'axe x puisque ette zone représente la zone dans laquelle l'eort dévia-
torique est majeur. Au fur et à mesure du déhargement, la zone plastiée se propage
autour du forage du ylindre reux ave une forme ovale jusqu'à e que ertains points
ommenent à se déharger et que des bandes de isaillement se délenhent.
L'ovalisation de la région plastiée montre que l'introdution de l'élastiité transver-
sale apporte une ontribution anisotrope importante bien visible si nous omparons es
solutions ave elles obtenues ave la loi onstitutive Plasol.
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ANISO-1A ANISO-2A
ANISO-3A ANISO-4A
Figure 5.27  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : points en harge
plastique (en bleu), en harge-déharge-plastique (en jaune).
ANISO-1A ANISO-2A
ANISO-3A ANISO-4A
Figure 5.28  Solution du problème à la n de la phase A, t=4200 s : déformation plastique
équivalente εpeq.
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Nous remarquons aussi qu'à la diérene du as isotrope, les solutions qui appartien-
nent au groupe 3 ne présentent pas une distribution axysimmétrique pour les premiers
points en déharge élastique qui se disposent sur le bord supérieur et inférieur de la
zone plastiée du ylindre reux (t=3934 s).
t = 2352 s t   24 s t = 3934 s
ANISO-3A
t = 3968 s t = 4050 s t = 4176 s
t = 2184 s t = 2604 s
t = 3071 s t = 3512 s
ANISO-1A
t = 4016 s
t = 2786 s
Figure 5.29  Évolution du alul ANISO-1A et ANISO-3A : points en harge plastique
(en bleu) et en harge-déharge élastique (en jaune) pour la phase A.
5.4.2 Stabilisation : phase B
Les solutions pour le modèle Plasol anisotrope à la n de la phase B (t=45000 s)
sont montrées en gures 5.30 et 5.31. Comme pour les as ave la loi Plasol les bandes
ontinuent à se harger arrivant jusqu'aux deux-tiers du rayon ylindre reux.
Dans le alul ANISO-1B, la loalisation en bandes de isaillement se présente ave des
bandes en spirales puisque les bandes onjuguées qui se présentent à la n de la phase
A sont désativées. La même onsidération peut être faite pour le alul ANISO-3B
même si deux bandes onjuguées sont enore présentes.
Toutes les solutions ont en ommun l'inuene du plan d'anisotropie à la fois sur
l'évolution des bandes et sur la diretion d'aumulation des déformations plastiques.
Dans le as isotrope, la ourbure des bandes de isaillement est onstante pour toutes les
solutions alors que dans le as anisotrope les bandes tendent vers le plan d'anisotropie
identié par la diretion x. Parmi les quatre aluls, ANISO-2B est elui dans lequel
l'inuene du plan d'anisotropie est la plus visible.
Ces diérenes ave la loi de omportement Plasol sont aussi nettement remarquées en
gure 5.31 où la déformation plastique équivalente εp
eq
est montrée dans la onguration
déformée. Due à une majeure onentration de déformations plastiques le long de x, la
déformée du forage présente dans tous les as une ovalisation vertiale à la diérene
du as isotrope où l'intérieur du forage reste approximativement rond.
Toutes les solutions présentent une sorte de symétrie, notamment le alul ANISO-2B
où ette symétrie apparaît par rapport à l'axe x.
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ANISO-1B ANISO-2B
ANISO- B ANISO- B
Figure 5.30  Solution du problème à la n de la phase B, t=4200 s : points en harge
plastique (en bleu), points en harge-déharge (en jaune)
ANISO-1B ANISO-2B
ANISO- B ANISO- B
Figure 5.31  Solution du problème à la n de la phase B, t=4200 s : déformation plastique
équivalente εpeq
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Figure 5.32  Diamètre intérieur du ylindre reux Dint = f(θ) (phase B)
5.4.3 Convergene numérique du problème
Tous les résultats onernant la onvergene faite pour les aluls ave la loi de om-
portement isotrope peuvent être observés pour les aluls ave la loi de omportement
Plasol anisotrope. Elles sont listées sous forme de résumé i-dessous :
 Dès que les aluls montrent des déformations plastiques le nombre d'itérations
néessaires pour atteindre la solution augmente en raison des degrés de liberté
sur la partie seond gradient qui a besoin de plusieurs itérations pour arriver à
onvergene. Cela est bien visible en gure 5.33.
 Puisque la disrétisation temporelle du alul est automatique, lorsque le alul
ommene à présenter des points en harge plastique, déharge élastique, il n'ar-
rive plus à onverger ave le ∆t du pas préédent don la taille du pas de temps
est divisé plusieurs fois. Cette division du ∆t est bien visible en gure 5.34 où
elle marque un plateau dans la ourbe temps-nombre du pas.
 Les valeurs des paramètres de onvergene fconve et dconve sont montrées en gures
5.35 et 5.36 pour le alul ANISO-2. Dans l'annexe B.1.3 nous avons présenté
fconve et dconve pour les aluls ANISO-1, ANISO-3, ANISO-4. Dans la phase B la
onvergene tend à être meilleure au fur et à mesure du temps puisque le parours
de loalisation est déjà bien déni. Cet aspet est nettement observable en gures
5.33 et 5.34.
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 L'état des points de Gauss et des ontraintes ont été étudiés pour les pas 11 et
14 (gure 5.37). Une étude de onvergene est aussi envisagé pour es pas en
gure 5.34 dont l'évolution ressemble à la onvergene des pas 15 et 20 du alul
ISO-2A. Dans tous les as, la vitesse quadratique de onvergene est perdue.
L'évolution de la solution pour le pas 16 et 17 est montrée en gure 5.39.
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Figure 5.33  Convergene du problème : nombre d'itérations pour haque pas.
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Figure 5.34  Convergene du problème : nombre du pas par rapport au temps du alul.
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Figure 5.35  Convergene en fore : alul ANISO-2A,B
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Figure 5.36  Convergene en déplaement : alul ANISO-2A,B
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Figure 5.37  Points en harge plastique (bleu), déharge élastique (jaune), pendant les
itérations.
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Figure 5.38  Convergene du alul ANISO-2A, pour les pas 11 et 14 pour haque division
du pas de temps (paramètres fconve et dconve).
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Figure 5.39  Convergene du alul ANISO-2A au ours des itérations, pas 16 et 17 : état
des points de Gauss.
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5.5 Comportement hydraulique
L'évolution de la pression d'eau dans le ylindre reux est montré en gure 5.40
sur les rayons horizontaux et vertiaux à la n de la phase A et de la phase B du
déhargement. Les diérentes raideurs entre la loi de omportement Plasol et Plasol
anisotrope modient le omportement dilatant entre les rayons vertial et horizontal
e qui fait hanger les valeurs de la pression le long es diretions.
En eet le rayon horizontal pour le as anisotrope montre des gradients de pression
supérieurs par rapport au as isotrope puisque le module de Young le long de ette
diretion est supérieur de elui du as isotrope. Au ontraire le long de la diretion ver-
tiale la pression d'eau du modèle isotrope montre des inréments majeurs par rapport
au as anisotrope étant le module de Young plus grand que elui du as anisotrope sur
ette diretion.
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Figure 5.40  Pression d'eau sur les rayons horizontaux et vertiaux pour les quatre solu-
tions ave les lois de omportement Plasol et Plasol anisotrope.
Ces diérenes sont négligeables à la n de la phase B omme montré en gure 5.40
(ourbe rouge). L'évolution pour diérents temps est ahée pour les quatre aluls
dans les annexes B.1.2 et B.1.5.
Il est possible de remarquer que la pression d'eau pour les deux lois de omportement
utilisées ne montre auune diérene remarquable entre les quatre solutions ; pourtant
à ause du omportement dilatant du milieu, la distribution de la pression autour du
forage montre une dépendane par les diérents hemins de loalisation omm'il est
possible d'observer en gures 5.41 et 5.42.
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ISO-1A ISO-2A
ISO-3A ISO-4A
Figure 5.41  Distribution de la pression d'eau à la n de la phase A
ANISO-3A ANISO-4A
ANISO-1A ANISO-2A
Figure 5.42  Distribution de la pression d'eau à la n de la phase A
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5.6 Changement de la disrétisation temporelle du
problème
Les solutions au problème sur le ylindre reux qui présentent des bandes de isaille-
ment peuvent être lassiées en deux groupes de solutions. Le groupe 2, aratérisé par
des déformations loalisées qui se forment à partir d'une zone plastiée très ne et qui
s'élargissent vers l'extérieur ave le temps, et le groupe 3, où les bandes de isaillement
apparaissent omme déharge d'une grande zone plastiée autour du forage.
Nous avons remarqué que les solutions qui appartiennent au groupe 2 (ISO-1A, ISO-
4A et ANISO-1A, ANISO-4A) sont aratérisées par une taille maximale du pas ∆tmax
nettement inférieure que les solutions qui appartiennent au groupe 3. Le paramètre
∆tmax semble être elui qui inuene le plus le hoix de la solution pendant la suite du
alul.
Pour omprendre l'inuene de la taille maximale du pas ∆tmax par rapport au
type de solution atteinte par le alul (groupe 1, groupe 2 ou groupe 3) nous avons
lané une série de 60 aluls ave la loi de omportement Plasol. Dans es aluls nous
avons imposé des paramètres pour la disrétisation temporelle du problème tel que
∆tmax = ∆to. Une diérene de 10 seondes sur la taille maximale du pas de temps a
été envisagée entre un alul et le suivant en partant de ∆tmax = ∆to = 10s jusqu'à
∆tmax = ∆to = 600s.
Les gures 5.43 et 5.44 montrent de façon qualitative la relation entre la disréti-
sation temporelle envisagée et le groupe de solution auquel le alul appartient. Il est
possible d'observer que les aluls faits ave une taille maximale du pas ompris entre
10 s et 300 s peuvent amener à la fois à des solutions du groupe 2 et à des solutions du
groupe 3 : toutes les deux sont possibles. Pour les aluls ave un ∆tmax ompris entre
310 s et 600 s les solutions qui appartiennent au groupe 2 ne se présentent jamais et
les seules solutions que nous onstatons sont elles du groupe 2 et du groupe 3.
An de omprendre pourquoi la valeur de ∆tmax peut inuener la solution du
problème numérique nous envisageons que tous les aluls ont été faits ave l'hypothèse
d'estimer la position des oordonnées nodales à la première itération d'un pas, en
utilisant le hamp de vitesse du pas préédent (équation 5.5). Cette hypothèse est
normalement utilisée pare qu'elle représente l'estimation plus performante pour des
hargements monotones au niveau des nombres d'itérations utilisés par l'algorithme de
Newton-Raphson pour trouver la solution sur un pas de temps.
xn
i=1
j
= xn−1
j
+ vn−1
j
∆tn (5.5)
Dû au fait que ∆tmax = ∆to, le alul avane ave des pas de taille onstante puisque
la taille maximale du pas est déjà atteinte. Quand il arrive là où l'état du milieu est
élasto-plastique omme pour tous les pas, il démarre là première itération en utilisant
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l'hypothèse sur les vitesses du pas préédent. À ause de ette hypothèse d'initialisation
des oordonnées nodales deux onsidérations peuvent être faites :
 Si la taille du pas est grand, le milieu présente tout de suite une grosse zone
plastiée autour du forage, e qui implique que seul le groupe des solutions 1 et
3 peut être trouvé, omme montré par les ourbes rouges et noires de gure 5.43.
 Si la taille du pas maximale n'est pas trop grande, le alul peut atteindre les
solutions du groupe 2 et 3. La gure 5.43 montre que pour es valeurs la solution
axiale symétrique ne se présente jamais et les seules solutions possibles sont elles
qui présentent les loalisations des déformations.
An de bien omprendre l'importane de l'hypothèse faite sur l'initialisation des
oordonnées nodales en début de pas, nous omparons e problème aux éléments -
nis ave le problème à un degré de liberté montré dans la setion 2.5. En résolvant
ave un algorithme de Newton-Rapshon l'équation 2.125, selon la valeur ave laquelle
nous initialisons l'algorithme, il peut arriver à trouver diérentes raines de l'équation.
L'ensemble de es valeurs représente le bassin d'attrateur de Newton qui délimitent
la fratale de Newton.
La nature du problème que nous résolvons aux éléments nis est exatement la
même que elle de l'équation polynomiale 2.125. À la diérene de elle-i, le problème
aux éléments nis est aratérisé par des milliers de degrés de liberté, le rendant plus
omplexe que le problème sur le polynme. Dans e as le hoix de la valeur initiale
qui démarre le proessus itératif de Newton-Raphson est proposé par l'utilisateur de
l'algorithme alors que dans le problème aux éléments l'initialisation du problème est
hoisie a priori entre les hypothèses montrées dans la setion 2.5. Pour les aluls
montrés dans e hapitre nous avons hoisi d'initialiser les oordonnées nodales à la
première ave le hamp de vitesse du pas préédent.
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Figure 5.43  Disrétisation temporelle et type de solution ave ∆tmax = ∆to
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Figure 5.44  Zoom de haque type de solution trouvée et donnée de la disrétisation
temporel.
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5.7 Calul ave une mahine à 32 bit
Certains aluls ont été relanés en utilisant les même données sur la gestion au-
tomatique de la disrétisation temporelle ave une mahine à 32 bit alors que tous les
aluls présentés d'abord ont été faits ave une mahine à 64 bit.
Comme présenté dans e hapitre, les lois de omportement envisagées présentent
pour le même problème aux onditions aux limites plusieurs solutions. L'objetif de
ette setion est de prouver que la diérene de préision due au hangement de mahine
peut représenter une perturbation susante qui peut inuener de manière importante
le alul et onduire la solution numérique du problème à des hemins diérents.
Les aluls ISO-1A, ISO-2A et ANISO-1A et ANISO-2A proposés dans la suite
ont été hoisis pare qu'ils appartiennent aux deux groupes de solutions en bandes de
isaillement : le groupe 2 (ISO-1A, ANISO-1A) et le groupe 3 (ISO-2A, ANISO-2A).
5.7.1 Loi de omportement Plasol
Calul ISO-1A
La solution du alul ISO-1A fait ave une mahine à 32 bit est proposée en gure 5.45
où nous omparons les deux solutions.
Jusqu'au pas 49, la solution trouvée ave les deux mahines est exatement la même,
'est-à-dire qu'elle suit le même parours temporel en trouvant la solution ave le même
numéro d'itération (gure 5.47 et gure 5.48). Jusqu'à e pas, la distribution des points
en harge plastique et en déharge élastique est égale dans les deux aluls faits ave
deux mahines diérentes.
Après le pas 49, les deux aluls gèrent la taille du pas de temps de façon diérente et les
points en déharge élastique à l'intérieur de la zone plastiée (gure 5.45) suivent une
distribution diérente. Même si les deux aluls traversent des pas de temps diérents
à la n de la phase A, les deux problèmes présentent une solution loalisée en bandes
à spirales (même orientation, même nombre de bandes).
6
4
 b
it
3
2
 b
it
STEP 49
t=2726,0625
step 60 94 105 114
t=2777,25 s t=2859,94 s t=2917,69 s t=3505,69 s t=4200 s
t=2779,29 s t=2860,59 s t=2917,61 s t=3501,09 s t=4200 s
86
step 67 85 90 107 116
86 94 105 114
Figure 5.45  Calul ISO-1A ave deux diérentes mahines : 32 bit, 64 bit
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Calul ISO-2A
En utilisant les données pour la disrétisation temporelle du alul ISO-2A le alul
ave une mahine à 32bit montre un hangement de hemin après le pas 22. Avant e
pas, le problème est résolu ave le même nombre d'itérations et ave la même taille
de pas de temps (gure 5.47 et gure 5.48). La solution en terme de points en harge
plastique et déharge élastique pour e pas est montrée en gure 5.46.
Après le pas 22 les deux aluls montrent un hangement de parours. Le alul lané
sur la mahine à 32 bit présente une déharge des points de Gauss qui pourrait amener à
la formation des bandes onjuguées (pas 27 et 28) omme le alul lané sur la mahine
à 64 bit. Pourtant dans le pas 29, les points de Gauss en déharge se disposent de façon
à former des bandes à spirales.
Qualitativement ette solution est la même que elle montrée dans le alul ISO-3A
mais les bandes de isaillement présentent une déharge moins importante et un sens
ontraire par rapport à elle du as ISO-3A préédemment montré.
6
4
 b
it
3
2
 b
it
STEP 22
t=4034,625
t=4037,25 s t=4045,13 s t=4050,38 s t=4055,63 s t=4200 s
t=4039,88 s t=4053,00 s t=4058,25 s t=4063,50 s t=4200 s
step 24 28 29 3827
step 24 28 29 3827
Figure 5.46  Calul ISO-2A ave deux mahines diérentes : 32 bit, 64 bit
5.7.2 Loi de omportement Plasol anisotrope
Calul ANISO-1A
Les onsidérations faites pour les aluls ave le modèle Plasol sont aussi valable pour
le même problème ave la loi de omportement Plasol anisotrope, notamment pour e
alul ANISO-1A.
Dans e alul, même si après le pas 35 la disrétisation temporelle abordée est dif-
férente, le problème présent dans les deux as des bandes de isaillement onjuguées.
La seule diérene qui peut être remarquée onerne l'axe sur lequel les bandes qui
tendent à se roiser est elui tourné vers l'autre sens.
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Figure 5.47  Comparaison du numéro d'itérations pour le alul ISO-1A et ISO-2A lanés
sur une mahine à 32 et 64 bit.
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Figure 5.48  Comparaison de la disrétisation temporelle pour le alul ISO-1A et ISO-2A
lané sur une mahine à 32 et 64 bit.
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6
4
 b
it
3
2
 b
it
STEP 3
t=2695,25
t=2766,75 s t=2926,875 s t=3200,875 s t=3682,875 s t=4200 s
t=2769,375 s t=2924,25 s t=3218,25 s t=3680,25 s t=4200 s
step 57 83 90 9775
step 55 95 105 11683
Figure 5.49  Calul ANISO-1A ave deux mahines diérentes : 32 bit, 64 bit
Calul ANISO-2A
Le alul ANISO-2A ave une mahine à 32 bit présente des aspets diérents par
rapport aux aluls présentés préédemment.
Le premier pas de temps dans lequel une zone plastié va apparaître est le pas 10 et
même à partir de e pas les deux solutions en terme de points plastiés sont diérentes
omme montré en gure 5.51. Dans ette gure il est possible voir qu'à partir du pas
10 déjà les points en harge plastique sur le bord de la zone plastiée ne sont pas
exatement les mêmes. La solution ontinue à se diérenier entre les pas 10 et 14
même si elle avane ave des pas de temps de la même taille.
t=3864 s t=3890,58 s t=3899,11 s t=3930,61 s t=4200 s
t=3801 s t=3806,31 s t=3896,81 s t=3928,31 s t=4200 s
step 55
6
4
 b
it
3
2
 b
it
23 29 3515 45step 10
38 40 421 51step 10
t=2604 s
t=2604 s
Figure 5.50  Calul ANISO-2B ave deux mahines diérentes : 32 bit, 64 bit
Le pas 15 est le premier pour lequel l'inrément de temps se diérenie entre le
alul ave une mahine à 32 bit et elui ave une mahine à 64 bit (gure 5.53).
Cette diéreniation est due au fait que les deux aluls n'arrivent pas à atteindre la
onvergene ave le pas de temps du pas 14 (∆t = 168s) don tous les deux ommenent
à le diviser par deux. Le alul ave la mahine à 64 bit néessite de le diviser trois
fois pour atteindre la onvergene alors que le alul ave la mahine à 32 bit ne le
néessite qu'une fois pour atteindre la onvergene.
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64 bit 32 bit
STEP 
Figure 5.51  Détail de la zone plastiée au pas 10
À la n de la phase de déharge, le alul ave une mahine à 32 bit montre une
solution ave des bandes à spirales. Cette solution n'apparaissait jamais dans les aluls
ANISO-1A, ANISO-2A, ANISO-3A et ANISO-4A, préédemment montrés.
5.8 Calul sur un quart de ylindre reux
Dans les setions préédentes nous avons montré que en régime de post-loalisation
la solution du problème ne présente jamais une symétrie par rapport les axes horizon-
tales et vertiales. Toutefois nous avons aussi faits des aluls sur un quart de ylindre
reux où ette symétrie est imposé par les onditions aux limites (gure 5.4).
L'objetive est de montrer que même ave des onditions aux limites assez on-
traignantes, le problème ontinue à suivre les même parours de loalisation présentés
dans les setions 5.3 et 5.4 'est-à-dire elles du groupe 2 et du groupe 3. L'imposition
de es symétries don ne porte pas la solution dans un hemin partiulier mais nous
retrouvons le même sénario des aluls pour le ylindre reux entier.
Plusieurs solutions ont été trouvées en utilisant des donnés diérents pour la disréti-
sation temporelle du alul (∆to, ∆tmax). Nous en avons hoisies trois pour le problème
ave la loi de omportement Plasol (gure 5.54) et deux pour le problème ave la loi
de omportement Plasol anisotrope 5.55 qui semblent être représentatives.
5.8.1 Loi de omportement Plasol
Il est possible d'observer que pour Plasol les solutions trouvées appartiennent au
groupe 3 de la lassiation proposée en setion 5.3. Les bandes de loalisation se
présentent sous forme à la fois des bandes onjuguées et à spirale. À ause des la loi
de omportement les solutions à bandes à spirale montrent une parfait symétrie par
rapport à l'axe à 45 dégrées. Cette symétrie n'est pas respetée pour le as de bandes
à spirales. Un alul pour la phase B du déhargement est aussi présenté. La solution
semble similaire à ISO-4B du ylindre reux entier.
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5.8.2 Loi de omportement Plasol anisotrope
Pour la loi Plasol anisotrope nous retrouvons des solutions qui appartiennent au
group 2 et group 3 (gure 5.55). Les bandes de loalisation sont de bande à spirales
aratérisées par un sens de rotation ontraire un par rapport l'autre. Nous proposons
aussi la solution de la phase B où il est observable l'aumulation des déformations
plastiques le long le plan du littage.
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Figure 5.52  Comparaison du nombre d'itérations pour les aluls ANISO-1A et ANISO-
2A lanés sur une mahine à 32 et 64 bit.
194
5.8. CALCUL SUR UN QUART DE CYLINDRE CREUX
0
2
0
4
0
6
0
8
0
1
0
0
1
2
0
0
5
0
0
1
0
0
0
1
5
0
0
2
0
0
0
2
5
0
0
3
0
0
0
3
5
0
0
4
0
0
0
4
5
0
0
0
1
0
2
0
3
0
4
0
5
0
6
0
0
5
0
0
1
0
0
0
1
5
0
0
2
0
0
0
2
5
0
0
3
0
0
0
3
5
0
0
4
0
0
0
4
5
0
0
N
u
m
o
 d
u
 s
te
p
  
 [
 -
 ]
N
u
m
é
ro
 d
u
 s
te
p
  
 [
 -
 ]
Temps   [ s ] Temps   [ s ]
A
N
IS
O
  
N
IS
O
  
Z
O
O
M
 A
N
IS
O
-1
A
A
N
IS
O
-2
A
  
3
2
b
it
A
N
IS
O
-2
A
  
6
4
b
it
Z
O
O
M
 A
N
IS
O
-2
A
1
5
2
0
2
5
3
0
3
5
4
0
4
5
5
0
3
6
0
0
3
7
0
0
3
8
0
0
3
9
0
0
4
0
0
0
4
1
0
0
4
2
0
0
4
3
0
0
4
4
0
03
0
4
0
5
0
6
0
7
0
8
0
9
0
1
0
0
1
1
0
2
4
0
0
2
6
0
0
2
8
0
0
3
0
0
0
3
2
0
0
3
4
0
0
3
6
0
0
3
8
0
0
4
0
0
0
4
2
0
0
4
4
0
0
Figure 5.53  Comparaison de la disrétisation temporelle pour les aluls ANISO-1A et
ANISO-2A lanés sur une mahine à 32 et 64 bit.
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2400 s 3700 s 3818,75 s 3868,75 s 3968,75 s 4068,75 s 4200 s
2500 s 3468,75 s 3767,58 s 3802,73 s 3912,11 s 4099,61 s 4200 s
2400 s 3714,84 s 3733,59 s 3775,78 s 3869,53 s 4094,53 s 4200 s
PHASE A: loi de comportement Plasol
4201,56 s 5551,56 s 8751,56 s 18351,56 s 30351,56 s 40351,56 s 45000 s
PHASE B: loi de comportement Plasol
Figure 5.54  Modélisation des essais de Lausanne sur un quart de ylindre reux : loi de
omportement Plasol.
2100 s 2703,52 s 2739,84 s 2992,97 s 3555,47 s 3930,47 s 4200 s
2000 s 3200 s 4009,18 s 4024,02 s 4055,27 s 4130,27 s 4200 s
4198,49 s 5464,11 s 10089,11 s 10495,36 s 15995,36 s 26995,36 s 45000 s
PHASE A: loi de comportement Plasol anisotrope
PHASE B: loi de comportement Plasol anisotrope
Figure 5.55  Modélisation des essais de Lausanne sur un quart de ylindre reux : loi de
omportement Plasol anisotrope.
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5.9 Comparaison ave les résultats expérimentaux
En utilisant les résultats des essais expérimentaux réalisés à l'université de Lau-
sanne EPFL, une omparaison purement qualitative ave les résultats du modèle Plasol
anisotrope a été faite. Les essais pris en ompte sont le 13B-BIS (dont le hargement est
montré en gure 5.2) et le 14-BIS, les deux présentés dans [90℄. L'essai 14-BIS est ara-
térisée par le même déharge en ontrainte que l'essai 13B-BIS mais ave une déharge
de la pression d'eau jusqu'à pw = 0.1MPa. En omparant les résultats numériques ave
elles expérimentaux, trois onsidérations peuvent être faites :
 Le deuxième invariant de la déformation de l'essai 14-BIS à la n de la phase B
est aratérisé par une distribution à ovale autour du forage (gure 5.57.a). Si
nous onsidérons la distribution de la déformation plastique équivalente εpeq nous
voyons que ette tendane est bien modélisée par la loi de omportement Plasol
anisotrope (gure 5.56). En eet, même si les bandes de isaillement sont dif-
férentes haune des quatre solutions montre ette distribution des déformations
plastiques.
ANISO-1B ANISO-2B ANISO- B ANISO- B
Figure 5.56  Déformation plastique équivalente εpeq. à la n de la phase B
0 30 60 90 120 150 180 210 330300270240 360
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
Déplacement sur le forage   [mm]
a) b)
Figure 5.57  a) Deuxième invariant de la déformation IIε : essai 14bis. b) Déplaement
sur le forage : essai 14bis, [91℄.
 Puisque les déformations plastiques tendent à s'aumuler sur l'axe le plus rigide
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(axe horizontal) l'intérieur du forage présente une forme allongée vers l'axe verti-
al (gure 5.58) ave des irrégularités. Cet aspet est modélisé par la loi de om-
portement Plasol anisotrope de façon qualitative (gure 5.59). Dans les aluls
numériques les irrégularités sur le bord intérieur du ylindre reux sont ausées
par le developpement des bandes de isaillement autour du forage.
 Les déplaements du forage alulés ave la orrélation d'image atteignent un
ordre de grandeur de 3-4 mm alors qu'ave l'analyse numérique on arrive à
1-1,5 mm. Ce résultat montre que une amélioration du modèle devrait être
pris en ompte, par exemple en introduisant dans la fontion de harge f un
ultérieur dépendane des dirétions de struture qui aratérisent l'anisotropie
du matériau.
Essai 13 bis Essai 14 bis
Figure 5.58  Déformée du forage pour les essais 13bis et 14bis (Images prises par [91℄).
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DÉFORMÉE DU FORAGE
Figure 5.59  Déformée du forage pour les aluls ANISO-1, ANISO-4 (image de gauhe)
et ANISO-2, ANISO-3 (image de droite). En rose la forme du forage dans
la onguration non-déformée.
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5.10 Conlusion
Dans e hapitre, deux lois de omportement ont été envisagées pour modéliser
les travaux expérimentaux sur un ylindre reux réalisés par l'Éole Polytéhnique
de Lausanne. Cette ampagne expérimentale a eu pour objetif l'étude de la zone
endommagée autour d'un forage (EDZ) à une éhelle de laboratoire.
Dans le adre de l'élasto-plastiité en petites déformations, nous utilisons les lois de
omportement dérites dans le hapitre 4 (Plasol et Plasol anisotrope) pour modéliser
les essais sur un ylindre reux. Ces lois de omportement se basent sur un ritère de
Druker-Prager ave un méanisme adouissant sur la ohésion. Elles se diérenient
par la modélisation de la réponse élastique du milieu pour laquelle nous avons hoisi
à la fois l'élastiité linéaire isotrope (Plasol) et l'élastiité linéaire transversale (Plasol
anisotrope).
Le problème d'uniité est étudié pour e problème aux onditions aux limites ave
es deux lois de omportement. Étant donné qu'il n'est pas toujours possible de prouver
théoriquement l'uniité de la solution, nous montrons que le même problème numérique,
elui du ylindre reux, peut être résolu ave des solutions diérentes. Pour ela nous
hangeons l'initialisation de l'algorithme de Newton-Raphson à travers le hangement
des paramètres (∆to et∆tmax) pour la disrétisation temporelle du problème numérique.
De ette façon deux ou trois types de solutions peuvent être trouvés en fontion des
paramètres ∆to et ∆tmax :
1. Groupe 1 : solutions axiales-symétriques (Plasol) et solution symétrique par rap-
port aux axes vertial et horizontal (Plasol anisotrope).
2. Solutions ave déformations loalisées en bandes de isaillement
(a) Groupe 2 : Formation des bandes de isaillement de l'intérieur du ylindre
reux.
(b) Groupe 3 : Formation des bandes de isaillement à partir de la déharge
d'une zone plastiée.
Même si les bandes de isaillement se délenhent toujours ave la déharge élastique
de ertains points, le méanisme de formation et de propagation entre les solutions du
groupe 2 et les solutions du groupe 3 sont diérentes et ont don été onsidérées pour
lassier les solutions trouvées. Selon les paramètres ∆to et ∆tmax nous avons montré
qu'il est possible de onduire le alul à une des es trois solutions pour le as de la loi
de omportement Plasol.
Les solutions trouvées montrent des zones à déformation loalisée sous la forme de
bandes à spirales et de bandes à onjugués. En utilisant la loi Plasol la onguration à
bandes à spirales est elle qui appairait le plus souvent. En utilisant la loi Plasol nous
observons dans la plus part des aluls des bandes onjuguées.
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Généralement, d'un point de vue expérimentale les essais de laboratoire sont su-
samment reprodutibles si la déformation globale de l'éhantillon peut être onsidérée
de façon approximative omme homogène. Au ontraire, à partir de l'apparition des
déformations loalisées (état de déformation hétérogène) la présene des imperfetions
à l'éhelle mirosopique joue un rle fondamental dans la réponse du matériau. De
ette façon la reprodutibilité d'un essai en laboratoire est omplètement perdue à
ause des hétérogénéités à l'éhelle mirosopique.
D'un point de vue numérique la non-uniité d'un problème aux onditions aux
limites peut être interprétée omme un aspet théorique et numérique qui permet de
modéliser la perte de reprodutibilité d'un essai de laboratoire. Si au niveau expéri-
mental les défauts du matériau à l'éhelle mirosopique sont déterminants pour le
délenhement d'un phénomène de loalisation, au niveau numérique n'importe quelle
hangement (initialisation de l'algorithme de Newton-Raphson, hangement de donnés
numériques, préision de la mahine utilisée...) peut être susante pour atteindre une
des possible solutions du problème étudié.
Le hoix d'utiliser Plasol anisotrope pour la modélisation numérique des essais sur
un ylindre reux est justiée par le omportement anisotrope de l'argile de Boom.
Cette façon d'introduire l'anisotropie dans une loi onstitutive élasto-plastique semble
donner des résultats qualitativement aeptables par rapport aux résultats expérimen-
taux, en gardant en même temps une formulation analytique (l'élastiité transversale)
simple et laire. Cette approhe est aussi suggérée par la ampagne expérimentale de
Pyriatikul [117℄ sur Boom Clay.
À ause d'une dénition trop basse des sansions réalisées par le laboratoire de
Lausanne (EPFL), il n'a été pas possible d'identier des éventuelles bandes de loal-
isation dans les éhantillons de l'argile de Boom et don il n'a été pas possible de les
omparer ave les bandes de isaillement obtenues ave la modélisation numérique. De
toute façon il semble intéressante observer que les irrégularité du ontour du forage et
sa forme ovalisée sont deux aspets que nous retrouvons dans les résultats numériques
de façon qualitative. La région autour du forage où les déformations plastiques sont
plus importantes est aussi bien dérite par la loi de omportement Plasol anisotrope.
Plusieurs perspetives peuvent être envisagées an d'améliorer le modèle Plasol
anisotrope.
 Couplage entre la valeur de la perméabilité et les déformations plastiques. De
ette façon il est possible de dérire une augmentation de la perméabilité en
fontion de l'endommagement du matériau.
 Utilisation des ontraintes eetives de Biot au lieu des ontraintes eetives de
Terzaghi.
 Modélisation du omportement élastoplastique introduisant l'anisotropie aussi
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dans la fontion de harge f.
 Formulation d'une loi de omportement élastoplastique anisotrope en grandes
déformations an d'obtenir un modèle omplètement onsistante dans un point
de vue thermodynamique.
Les améliorations du modèle érites i-dessus représentent des perspetives à long
terme. D'un point de vue à la fois théorique et numérique il est possible de les mettre en
plae pour obtenir des résultats d'un problème aux limites. D'un point de vue expéri-
mentale il est enore très diile arriver à des résultats signiatifs qui peuvent être
onsidérés représentatifs en terme de réponse méanique et de alul des paramètres
sur l'argile de Boom. Il n'est don pas logique envisager un modèle très omplexe
pour lequel il existe une forte inertitude sur les paramètres hydroméaniques mesurés
expérimentalement. Pour ette raisons de simpliité nous avons utilisé la loi de om-
portement élastoplastique Plasol anisotrope pour la modélisation numérique des essais
sur un ylindre reux.
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Quatrième partie
Homogénéisation numérique :
Les éléments nis au arré FEM
2

Chapitre 6
La méthode de l'homogénéisation
6.1 Introdution
Le omportement marosopique d'un matériau peut être expliqué de façon générale
à partir de sa aratérisation mirostruturale, e qui néessite la prise en ompte des
hétérogénéités. Comme remarqué dans la setion 2.3.1, l'analyse des hétérogénéités
est stritement liée à l'éhelle d'observation à laquelle nous étudions le matériau. Les
géomatériaux sont en e sens aratérisés par plusieurs éhelles d'observation dont le
hoix dépend du phénomène à étudier et hange selon le matériau.
Étant donné qu'il est impossible de onevoir un modèle qui onsidère toutes les
hétérogénéités, nous dérivons le omportement du matériau à partir d'un volume om-
prenant un grand nombre d'hétérogénéités (Volume Élémentaire Représentatif, VER).
Il est ainsi possible d'imaginer un milieu ontinu équivalent qui se omporte, au niveau
marosopique, omme le matériau hétérogène. La desription du milieu ontinu équi-
valent peut don être obtenue soit à l'aide d'une étude phénoménologique ou expérimen-
tale, diretement à l'éhelle marosopique, soit par une tehnique d'homogénéisation
de la mirostruture du matériau à l'éhelle mirosopique.
Pour aratériser la mirostruture du matériau à une éhelle donnée, nous re-
marquons que les mesures de hamp brièvement présentées dans la partie I peuvent
représenter un outil important.
Il est néessaire qu'un grand nombre d'hétérogénéités soit présent dans le Volume
Élémentaire pour qu'il soit représentatif du matériau. Cette ondition implique que la
dimension aratéristique des hétérogénéités l doit être inférieure à la dimension du
volume de matériau étudié H (équation 6.1).
ε =
l
H
≪ 1 (6.1)
En envisageant que la ondition de séparabilité des éhelles (équation 6.1) soit bien sa-
tisfaite, plusieurs éhelles d'observations peuvent être envisagées pour les géomatériaux
6.1. INTRODUCTION
(setion 2.3.1). Dans e adre, le omportement du milieu utilisé dans la modélisation
peut être dérit à l'aide d'un proessus d'homogénéisation.
La ondition de séparabilité des éhelles peut être utilisée an de lassier les milieux
du type de eux à éhelles d'observation séparées et de eux à éhelles d'observation
non-séparées (Auriault [4℄).
6.1.1 Tehniques d'homogénéisation
En onsidérant des milieux à éhelles séparées, une deuxième lassiation peut être
faite à partir de la struture qui les aratérise à l'éhelle mirosopique. Il est don
possible de parler de milieux à struture périodique et de milieux à struture aléatoire
(Auriault [7℄). Selon le as, plusieurs tehniques d'homogénéisation diérentes ont été
développées au ours des années.
Les milieux à struture périodique sont aratérisés par une invariane par transla-
tion, 'est-à-dire qu'une translation de la ellule élémentaire ne hange pas la struture
du milieu ar elle se dispose de façon périodique (gure 6.1). Pour es milieux, la
méthode d'homogénéisation à l'aide des développements asymptotiques a été formulée
par Bensoussan [17℄, Sanhez-Palenia [125℄ et Auriault [8℄, [3℄. Cette méthode sera
présentée de façon synthétique dans la setion 6.2.1.
Figure 6.1  Mirostruture d'un milieu périodique, [41℄.
Pour les milieux à struture aléatoire nous itons la méthode d'homogénéisation
statistique (Kroner [89℄) et les méthodes auto-ohérentes (Hill [80℄, Hashin [76℄ et Za-
oui [156℄). La modélisation statistique permet de aluler les limites supérieures et
inférieures des oeients homogénéisés de la loi de omportement. Plus la desription
loale du milieu à struture aléatoire est détaillée, plus es bornes se rapprohent. Les
méthodes auto-ohérentes se basent sur l'hypothèse que le omportement de haque
omposante de la mirostruture n'est pas inuené par les omposantes qui les en-
tourent. Il est possible de onsidérer omme REV une hétérogénéité dans un milieu
ontinu inni.
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6.2 Homogénéisation pour les milieux à struture pé-
riodique
6.2.1 La méthode des développements asymptotiques
La méthode des développements asymptotiques est fondée sur l'hypothèse que les
éhelles d'observation du matériau peuvent être onsidérées séparables. Il est don pos-
sible de onsidérer omme satisfaite l'équation 6.1. La méthode des développements
asymptotiques s'applique aux milieux pour lesquelles la mirostruture se répète péri-
odiquement (gure 6.1). De ette façon, la ellule représentante la mirostruture sera
le VER du milieu.
En vertu de la séparabilité des éhelles d'observation, nous onsidérons deux vari-
ables d'espae sans dimension, yi et xi, les deux étant dénies à l'aide d'une variable
d'espae physique Xi.
yi =
Xi
l
xi =
Xi
H
La variable yi exprime les interations à ourte distane, alors que la variable xi exprime
les interations à longue distane (Auriault [4℄). Une grandeur physique quelonque du
problème peut ainsi être dérite ave une fontion f dépendante des variables yi et xi.
f = f(xi, yi) ave xi = ε yi
qui représente le point de vue à l'éhelle mirosopique,
f = f(xi, yi) ave yi =
xi
ε
qui représente le point de vue à l'éhelle marosopique.
Il est maintenant possible d'introduire l'hypothèse de périodiité aussi dans la desrip-
tion de la fontion f en utilisant la tehnique des développements asymptotiques à
éhelles multiples (Bensoussan [17℄, Sanhez-Palenia [125℄). Il s'agit d'érire ette fon-
tion omme un développement de fontions dénies périodiques au sens mathématique
sur la ellule unitaire où haune est proportionnelle à une puissane du paramètre ε
(équation 6.2).
f(xi, yi) = ε
0f (0)(xi, yi) + ε
1f (1)(xi, yi) + ε
2(xi, yi)f
(2)(xi, yi) . . . (6.2)
Il est don possible de montrer que pour ε → 0 la fontion f (0) représente le om-
portement du milieu à l'éhelle marosopique de la grandeur physique étant donnée
qu'elle ne dépend pas de yi. Pour un problème de méanique, par exemple, la fontion
f (0)(xi) représente le hamp de déplaement du milieu homogénéisé (gure 6.2). Pour
des problèmes linéaires, l'appliation de ette méthode peut amener à une expression
analytique de la loi de omportement marosopique. Autrement, si les problèmes sont
fortement non-linéaires, il est néessaire de faire des aluls numériques (voir Dobrovat
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[55℄, Gemelli [70℄).
Dans tous les as, les résultats théoriques permettent de justier la physique à l'éhelle
marosopique du problème traité, en partant des hypothèses faites sur la ellule élé-
mentaire à l'éhelle mirosopique (Auriault [5℄, [6℄).
L'avantage de ette méthode par rapport aux autres se trouve dans la rigueur
mathématique ave laquelle il est possible de formuler les équations pour le milieu
ontinu équivalent. Une de ses limites est qu'elle ne peut pas traiter des géométries de
la mirostruture exessivement omplexes. Cette limite peut être dépassée grâe à une
approhe numérique.
Figure 6.2  Exemple d'une fontion u périodique par rapport à y, [41℄.
6.2.2 Les méthodes numériques
Nous présentons une façon purement numérique de onstruire une loi de omporte-
ment ave un proessus d'homogénéisation. En utilisant les hypothèses de périodiité
pour le problème à l'éhelle mirosopique, la loi de omportement est déduite en dé-
marrant un alul numérique sur la ellule unitaire représentant le VER du matériau.
Ce alul numérique peut être fait ave une méthode aux éléments disrets (DEM) ou
ave une méthode aux éléments nis (FEM).
Dans le adre d'un problème aux limites résolu aux éléments nis, l'implémentation
de ette méthode d'homogénéisation peut être expliquée en envisageant que haque fois
qu'il est néessaire de aluler la ontrainte au niveau des points de Gauss pour un pas
donné, nous démarrons un alul sur la ellule unitaire. La inématique marosopique
est utilisée pour imposer des onditions aux limites sur la mirostruture périodique.
Si le problème à l'éhelle mirosopique est résolu ave les éléments disrets, on parlera
de passage miro-maro DEM-FEM ; si le problème à l'éhelle mirosopique est traité
ave les éléments nis, on parlera de passage miro-maro FEM-FEM (ou éléments
nis au arré, FEM
2
), omme montré dans la gure 6.3.
209
6.2. HOMOGÉNÉISATION POUR LES MILIEUX À STRUCTURE PÉRIODIQUE
P
R
O
B
L
È
M
E
 N
U
M
É
R
IQ
U
E
 À
 L
'É
C
H
E
L
L
E
 M
A
C
R
O
 (
F
E
M
)
CINÉMATIQUE 
MACROSCOPIQUE
P
R
O
B
L
È
M
E
 N
U
M
É
R
IQ
U
E
 À
 L
'É
C
H
E
L
L
E
 M
IC
R
O
 (
D
E
M
 o
u
 F
E
M
)
CONTRAINTE HOMOGÉNÉISÉE 
SELON UNE DES MÉTHODES 
NUMÉRIQUES CHOSIES, 
FEM OU DEM
Figure 6.3  Passage miro-maro à l'aide d'une tehnique d'homogénéisation numérique,
FEM-DEM ou FEM-FEM.
Les modèles de passage miro-maro DEM-FEM semblent bien dérire ertains
phénomènes des matériaux granulaires. Borja et Wren [24℄, [155℄ ont étudié la réponse
du point matériel soumis à un hargement donné (en ontrainte ou en déplaement) au
niveau marosopique en onsidérant un milieu granulaire modélisé ave les éléments
disrets. Dans e adre, les travaux de Nitka et al. [111℄ et Nguyen [110℄ ont réalisé le
ouplage DEM-FEM, an de dérire le omportement du milieu homogénéisé pour des
problèmes aux limites simples (essai oedometrique, de isaillement et biaxial). Nous
itons aussi les travaux de Meier et al. [100℄,[99℄ et de Miehe [102℄.
Dans le adre de la méthode des éléments nis au arré, nous itons les travaux de
Miehe et al. [103℄ qui proposent un modèle pour dérire le omportement plastique de
métaux à struture ristalline. Feyel et Chabohe [65℄ utilisent ette méthode sous l'hy-
pothèse de milieu périodique pour modéliser des matériaux omposites en SiC/Ti dans
le adre des appliations aéronautiques. Ils aratérisent la ellule ave un modèle élas-
tovisoplastique. En 2003, Feyel [64℄ propose aussi ette méthode envisageant un milieu
enrihi de type Cosserat à l'éhelle marosopique et un milieu lassique à l'éhelle mi-
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rosopique. Kouznetsova et al. [87℄, [88℄ obtiennent des résultats marosopiques en
méanique pure en appliquant à la frontière de la mirostruture des onditions aux
limites périodiques à partir du tenseur de transformation Fij et aussi de son gradient.
Ils onstatent que la réponse marosopique dépend de la taille de la ellule, e qui
n'est pas le as pour des aluls où on envisage qu'une inématique premier gradient
Fij.
Bilbie et al. [21℄ proposent une étude de bifuration au niveau du point matériel
à l'éhelle marosopique. La mirostruture qu'ils onsidèrent est faite par des grains
élastiques onnetés par des interfaes ohésives modélisées ave le modèle de Tver-
gaard [142℄. Ils réalisent deux types de aluls ave le même hargement, dans le pre-
mier (gure 6.4.a) ils onsidèrent pour la loi des interfaes un valeur du oeient de
frottement µf 6= 0 pour le deuxième (gure 6.4.b) µf = 0.
Dans e dernier as ils montrent que, en refaisant le alul sur plusieurs ellules l'hy-
pothèse de périodiité est toujours respetée et la mirostruture peut être onsidérée
omme représentative. Au ontraire en refaisant les mêmes aluls ave un frottement
non-nul à partir d'un ertain moment dans lequel les interfaes sont endommagées, la
rupture n'arrive plus de façon périodique. Cela signie que, dans e as, la mirostru-
ture ne peut plus être onsidérée omme représentative de la réponse marosopique
du milieu ontinu équivalente. De plus ette perte d'uniité arrive de plus en plus tt
en augmentant le nombre de ellules unitaires.
Les éléments nis aux arré en hydroméanique
Dans le hapitre 7 nous présentons un modèle ouplé sur le VER. Ce modèle a été
développé par Frey dans [68℄ et [69℄ où il montre une étude au niveau du point matériel
à l'éhelle marosopique. La mirostruture onsidérée par Frey est omposée par des
grains imperméables et élastiques, qui sont onnetés ave des interfaes ohésives qui
s'endommagent au ours du hargement, an qu'elles représentent la zone de faiblesse
de la ellule. Le domaine des interfaes identie un réseau de anaux à l'intérieur duquel
l'eau peut ouler en appliquant des fores tangentielles (fores visqueuses) et des fores
normales (pression d'eau) sur les grains en fontion de l'ouverture des interfaes.
Il est don lair que le omportement des interfaes ohésives joue un rle fonda-
mental dans la desription du milieu homogénéisé. Nous parlons d'une loi d'interfae en
tant que relation entre les déplaements relatifs et les fores ohésives entre les lèvres
d'une ssure (gure 6.5). Ces lois ont pour objetif de modéliser la zone adjaente
à une ssure aratérisée par des phénomènes de miro-ssuration préédentes à la
propagation de la ssure (zone ohésive).
Au début des années soixantes, Barenblatt [11℄, [12℄ et Dugdale [57℄ ont été les
premiers à supposer l'existene de ette zone ohésive dans la mesure où les ontraintes
prédites par les modèles élastiques tendent vers l'inni au bord de la ssure. Hillerborg
en 1976 [82℄ propose le onept d'énergie de frature en introduisant une loi de fore
ohésive entre la tration et les déplaements relatifs (saut en déplaement).
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a)
b)
Figure 6.4  Perte de l'hypothèse de périodiité de la mirostruture, [21℄.
Au ours des années de nombreux modèles ont été développés, parmi lesquels nous
pouvons iter le modèle de Dugdale en 1960 [57℄, le modèle de Needleman en 1987
[108℄, les modèles Tvergaard en 1990 [141℄, en 1992 [143℄, elui de [142℄ dérit dans la
setion 7.4.2, et le modèle de Camaho Ortiz en 1996 [34℄ (gure 6.6).
Dans la suite nous utiliserons ertaines lois des fores ohésives linéaires ave ra-
douissement linéaire (setion 7.4.2). Cette loi de omportement pour les interfaes
ohésives a été déjà utilisée par Geubelle et Baylor en 1998 [73℄ pour modéliser des
phénomènes de délamination dans des plaques de matériaux omposites. Dans le adre
des géomatériaux, il n'existe pas de résultats expérimentaux pouvant dérire le om-
portement des zones ohésives. Pour ette raison, nous avons hoisi une loi de om-
portement failement dénissable d'un point de vue mathématique et qui puisse en
même temps dérire l'endommagement d'un matériau.
Formuler des lois ohésives d'interfae en grande déformation est ompliqué et n'est
pas toujours lair d'un point de vue mathématique. Les gures 6.7.a et 6.7.b montrent
deux situations possibles où, en grandes déformations, il n'est pas possible de dénir
de façon unique l'angle α pour exprimer les fores d'interfae du repère loal au repère
global et les omposantes du saut en déplaement ∆i. Pour remédier à es problèmes,
il est néessaire de faire des hypothèses en plus sur l'état des interfaes. Étant donné
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zone cohésivefissure
configuration 
de la fissure
prochaine configuration 
de la fissure
forces cohésives
Figure 6.5  Exemple des fores ohésives dans la zone adjaente à une ssure.
Dugdale 1960 Needleman 1987 Tvergaard 1990 Camacho Ortiz 1996
Figure 6.6  Lois de omportement proposées pour la zone ohésive, [20℄.
que les interfaes ne se déforment pas beauoup, nous onsidérons omme angle α elui
de l'interfae inférieure de façon à pouvoir hoisir les omposantes ∆t et ∆n en bleu de
gure 6.7.b pour le alul des fores d'interfaes.
Grain
Grain
Grain
Grain
Interface 
Interface 
a) b)
Interface 
1
2
3
Figure 6.7  Problèmes dans la dénition d'une loi de omportement ohésive en grande
déformation.
Pour l'étude au niveau d'un point matériel marosopique, Frey [68℄ a intégré la
loi de omportement des interfaes sous l'hypothèse de petites déformations, Λ0 ≡ Λt.
L'angle α est don elui alulé dans la onguration initiale Λ0. Dans le adre des
aluls à deux éhelles, nous onsidérons Λ0 omme la onguration initiale au début
du pas, don Λ0 ≡ Λn−1. Dans e as le repère ave lequel nous alulons l'angle α
et les omposantes du saut en déplaement sera elui qui est ohérent ave l'interfae
inférieure.
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Chapitre 7
La méthode des éléments nis au
arré FEM
2
7.1 Introdution
Ce hapitre a pour objetif de montrer les détails de l'homogénéisation numérique,
dans le adre de la méthode des éléments nis au arré, FEM
2
. À l'éhelle maro-
sopique nous observons un milieu homogénéisé alors qu'à l'éhelle mirosopique le
milieu est omposé de ellules unitaires onstituant une mirostruture qui se répète
périodiquement.
La mirostruture à la base du modèle mirosopique est omposée par des grains,
des interfaes ohésives et par un réseau de anaux uides qui se superposent à elui des
interfaes ohésives. Chaque omposante est modélisée par une loi de omportement.
Des onditions aux limites périodiques sont utilisées pour donner une réponse mé-
anique plus réaliste parmi d'autres types de onditions. Ces onditions périodiques
seront utilisées aussi bien pour le problème méanique que pour le problème hy-
draulique.
Pour résoudre un problème aux onditions aux limites déni sur la mirostruture,
il nous faudra vérier les équations de onservation de la masse et les équations de
onservation de la quantité de mouvement, tant pour le domaine uide que pour le
domaine solide.
 Domaine solide :
- Équations de onservation de la masse :
La masse des grains est suivie selon une desription Lagrangienne, e qui fait
que sa onservation est automatiquement satisfaite.
- Équations de onservation de la quantité de mouvement solide :
Les équations de onservation de la quantité de mouvement du solide sont
imposées par le fait que haque grain est en équilibre sous l'ation des fores
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d'interfae (elles-mêmes en équilibre), de la pression normale du uide et des
fores tangentielles dues à l'éoulement (lesquelles sont équilibrées au niveau
uide). Ces équations onstituent les équations du squelette solide du domaine
miro.
 Domaine uide :
- Équations de onservation de la masse :
Ce sont les équations de la phase uide dans le domaine miro.
- Équations de onservation de la quantité de mouvement :
Les équations de onservation de la quantité de mouvement uide traduisent
l'équilibre de la phase uide dans le réseau de anaux et nous permettent
d'érire la relation entre le gradient de pression et les eorts tangentiels du
uide sur les grains.
Les équations de onservation de la masse uide sont résolues ave un proessus
itératif qui permet de onnaître le prol des pressions normales et les fores tangen-
tielles. Pour que le proessus itératif onverge, il est néessaire que la valeur moyenne
du prol de pressions normales soit très prohe d'une pression d'eau marosopique.
Les équations de onservation de la quantité du mouvement solide sont résolues
ave une méthode lassique aux éléments nis qui permet de aluler la ontrainte du
mélange ainsi que les autres quantités néessaires pour résoudre un problème ouplé à
l'éhelle marosopique.
Bien que résolues de façon indépendante au ours des itérations, es équations
traduisent le ouplage entre la squelette solide et la phase uide dû au fait que les fores
uides seront ajoutées aux fores des interfaes ohésives an de trouver une nouvelle
onguration d'équilibre qui amènera à une nouvelle onguration des interfaes, don
des nouvelles ouvertures et don à un nouveau prol des pressions d'eau.
Ce hapitre présente les détails de alul pour la solution numérique du problème
aux onditions aux limites à l'éhelle mirosopique. Quand le problème méanique et
le problème hydraulique satisferont réiproquement les équations d'équilibre et le bilan
de la masse uide, le problème sur la mirostruture pourra être onsidéré omme
résolu.
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7.2 Éhelle mirosopique : dénition du problème
Le Volume Élémentaire Représentatif de la gure 7.1 aratérise la miro-struture
d'un milieu périodique dont le omportement est dérit par deux éhelles d'observation.
Ce VER est formé de trois omposantes :
 Matrie solide :
La matrie solide est omposée par des éléments assimilables à des grains qui
sont imperméables.
 Interfaes ohésives :
Le hargement sur le VER est transmis aux grains grâe à des interfaes ohé-
sives qui permettent de transférer des ations de tration et de ompression aux
partiules de la matrie solide.
 Réseau uide :
Nous onsidérons un réseau uide, superposé au réseau des interfaes ohésives,
qui dérit l'éoulement de l'eau. L'interation entre le omportement de e réseau,
la matrie solide et les interfaes ohésives aratérisera le omportement ouplé
du milieu.
Dans le adre des matériaux roheux la miro-struture de la gure 7.1 peut représenter
à la fois des rohes formées par des ristaux et des agrégats argileux selon le omporte-
ment onstitutif des grains.
STRUCTURE FLUIDE STRUCTURE SOLIDESTRUCTURE DU VER
Figure 7.1  Identiation de la struture du VER
An de démarrer un proessus d'homogénéisation numérique, nous dénissons le
domaine méanique Ω de la gure 7.2 représentant la mirostruture du milieu. Ce
domaine sera aratérisé par des tés de dimension unitaire.
Soit Ω ⊂ R2 la onguration bidimensionnelle de référene du orps d'interêt. Envi-
sageant que Ωgrainsi et Λ
interfaces
i orrespondent respetivement au domaine des grains
et des interfaes, nous pouvons dénir la ellule unitaire Ω de la façon suivante :
Ωs = Ωgrain ∪ Λinterface
Ωgrain =
N∑
i=1
[
int(Ωgraini ) ∪ ∂Ωgraini
]
et Λinterf =
M∑
i=1
[
int(Λinterfi ) ∪ ∂Λinterfi
]
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M et N étant le numéro total des grains et des interfaes. Nous remarquons que le
o
c b
a o
Figure 7.2  Domaine méanique : les grains (en blan), les interfaes (en rouge) et le
réseau uide (en bleu)
domaine du problème uide oïnide ave le réseau des interfaes ohésives, e qui nous
autorise à érire Λinterfaces ≡ Ωfluide.
Pour que le VER ait une struture périodique, les points qui appartiennent à deux
tés opposés doivent présenter des oordonnées en ommun selon la ondition suiv-
ante :
∂ΩA ≡ ∂ΩC ∀x ∈ ∂ΩA, ∂ΩC et ∂ΩB ≡ ∂ΩD ∀x ∈ ∂ΩB , ∂ΩD
Un alul aux éléments nis est démarré an de dénir une loi de omportement de
façon purement numérique. Pour résoudre les équations d'équilibre et les équations sur
la onservation de la masse, nous allons dénir les onditions aux limites et les lois de
omportement qui aratérisent haque omposante de la mirostruture ii présentée
(setions 7.3 et 7.4).
7.2.1 Remarque sur les degrés de liberté xés
An d'éviter des systèmes algébriques singuliers pendant la résolution numérique
aux éléments nis, trois degrés de liberté doivent être bloqués pour un problème de
méanique bidimensionnelle.
Nous allons montrer qu'à partir de la formulation faible de l'équilibre, suite à l'hy-
pothèse de périodiité sur la struture de la ellule et sur les hamps inonnus (on-
trainte et déplaement) Il sut de bloquer que deux degrés de liberté. De ette façon
le mouvement rigide à bloquer ne sera qu'un mouvement de translation. Cette démon-
stration est détaillée dans la suite sous les hypothèses de petites déformations et loi de
omportement linéaire.
∂σij
∂xj
= 0 ∀xj ∈ Ω ⇐⇒
∫
Ω
σ
ij
ε⋆
ij
dΩ+
∫
∂Ω
σ
ij
n
j
w⋆
i
dA = 0 ∀w⋆ ∈ C1
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En ajoutant l'hypothèse de périodiité et envisageant que sur deux bords opposés la
normale présente deux diretions opposées (nAi = −nCi ), la formulation faible prends la
forme de l'équation 7.2.∫
Ω
σ
ij
∇w⋆
ij
dΩ+
∫
∂ΩA
σA
ij
nA
j
(
wA
⋆
i
− wC⋆
i
)
dA+
∫
∂ΩB
σB
ij
nB
j
(
wD
⋆
i
− wB⋆
i
)
dA = 0 (7.1)
∀w⋆i ∈ C1 et w⋆i fontion périodique
Puisque les fontions w⋆
i
, σij sont périodiques nous obtenons :∫
Ω
σ
ij
∇w⋆
ij
dΩ = 0 ∀w⋆ ∈ C1 et w⋆
i
fontion périodique (7.2)
En introduisant une loi de omportement linéaire et en hoisissant omme fontion
test w⋆
i
= ui nous arrivons à montrer que sym(∇uij) = ∇usij = 0 puisque la loi de
omportement est dénie positive Cijkl (∇ukl)∇ukl ≥ 0.∫
Ω
C
ijkl
∇us
kl
∇us
ij
dΩ = 0 ∀ui ∈ C1 et ui fontion périodique (7.3)
Nous avons prouvé que la partie symétrique du gradient de déplaement est nulle don
le hamp de déplaement ui est linéaire en Xi et représente un mouvement rigide 'est-
à-dire une ombinaison d'une translation et d'une rotation rigide (ui = ai + εijkωjXk).
Il est possible de montrer qu'en appliquant les onditions de périodiité au hamp de
déplaement rigide ui le veteur ωi est nul. Pour ela nous appelons X i la dimension
aratéristique d'un té de la mirostruture.
ui (Xi) = ui
(
Xi +X i
)
=⇒ Condition de périodiité
ai + ε
I
ijk
ωjXk = ai + εijkωj
(
Xk +Xk
)
εijkωj
(
Xk
)
= 0 =⇒ ωj = 0
Le même résultat peut être atteint en tenant ompte de l'hypothèse de grandes
déformations et d'une loi de omportement non-linéaire. La seule diérene se trouve
dans la omplexité de la formulation mathématique.
Dans le paragraphe 7.3 nous présentons les onditions aux limites qui peuvent être
onsidérées pour un problème d'homogénéisation. Comme on vient de le montrer, en
vertu de l'hypothèse de périodiité, deux degrés seulement de liberté seront xés.
I. εijk représente le tenseur de Levi-Civita (tenseur de permutation). Il est déni omme suit :
εijk = +1 si (i,j,k) orrespond à (1,2,3), (3,1,2), (2,3,1) ; εijk = −1 si (i,j,k) orrespond à (1,3,2),
(3,2,1), (2,1,3) ; εijk = 0 si i=j or j=k or k=i
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7.3 Éhelle mirosopique : Conditions aux limites
Les onditions aux limites représentent une hypothèse forte sur le omportement du
milieu homogénéisé. En hangeant es onditions le omportement marosopique sera
bien évidemment diérent. Nous pouvons don onsidérer les onditions aux limites
omme faisant partie des hypothèses sur la inématique qui aratérisent une loi de
omportement omme remarqué dans le paragraphe 4.4.1.
Dans un problème d'homogénéisation trois types de onditions aux limites peuvent
généralement être appliquées. Celles-i ont été shématisées omme suit :
 Conditions aux limites en ontrainte
- Conditions homogènes
 Conditions aux limites en déplaement
- Conditions homogènes
- Conditions périodiques
7.3.1 Conditions aux limites homogènes
Conditions en ontrainte
On impose des veteurs de ontrainte sur la frontière du VER à partir de l'état de
ontrainte marosopique σm.
ti =
[
σm
ij
]
nj (7.4)
n étant la normale à haque frontière de Ω. Le problème à l'éhelle marosopique sera
don un problème en ontrainte.
Conditions en déplaement
On impose des déplaements sur les frontières du VER à partir du gradient de
déformation marosopique ∇umij de manière linéaire de la façon suivante :
uti = x
t
i −X ti =
[
Fmij − Iij
]
Xaj =
[∇umij]Xj ∀Xj ∈ ∂Ω (7.5)
De ette façon on réupère une ontrainte homogénéisée à l'éhelle marosopique. La
gure 7.3 montre un exemple de onditions aux limites linéaires.
oo a
c b
(A) (B)
Figure 7.3  (A) Conguration non-déformée, (B) Conguration déformée ave des ondi-
tions linéaires
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7.3.2 Conditions aux limites périodiques
Problème Méanique
On impose des diérenes de déplaement sur les deux frontières en regardant
∂Ω1, ∂Ω3 et ∂Ω2, ∂Ω4 de manière périodique.
uC,t
i
− uA,t
i
= ∇um
ij
[
XC
j
−XA
j
] ∀XC
j
∈ ∂ΩC , ∀XAj ∈ ∂ΩA (7.6)
uD,t
i
− uB,t
i
= ∇um
ij
[
XD
j
−XB
j
] ∀XD
j
∈ ∂ΩD, ∀XBj ∈ ∂ΩB (7.7)
Nous imposons aussi des déplaements sur les trois oins du VER Xa, Xb et Xc.
ua,t
i
= xa,t
i
−Xa
i
=
[
Fm
ij
− Iij
]
Xaj =
[∇um
ij
]
Xa
j
(7.8)
ub,t
i
= xb,ti −Xbi =
[
Fm
ij
− Iij
]
Xb
j
=
[∇um
ij
]
Xb
j
(7.9)
uc,t
i
= xc,t
i
−Xc
i
=
[
Fm
ij
− Iij
]
Xc
j
=
[∇um
ij
]
Xc
j
(7.10)
An de bloquer les mouvements rigides de translation, le noeud O est xé (Xi = 0).
Une onguration déformée possible est montrée dans l'image 7.4.
o oo a
c b
(A) (C)(B)
Figure 7.4  (A) Conguration non-déformée, (B) Conguration déformée ave les ondi-
tions périodiques, (C) Conguration nale
Problème Hydraulique
Des onditions aux limites périodiques sont aussi imposées sur la frontière du réseau
uide ∂Ωfluide au niveau d'un gradient de pression marosopique ∇pm
i
.
pc,tw − pa,tw =
∂pm
∂x1
[xc,t − xa,t] ∀xa,t, xc,t ∈ ∂Ωf.A , ∂Ωf.C (7.11)
pb,tw − pd,tw =
∂pm
∂x2
[xb,t − xd,t] ∀xb,t, xd,t ∈ ∂Ωf.B , ∂Ωf.D (7.12)
Pour que la onservation de la masse soit satisfaite, les onditions 7.13.a, 7.13.b doivent
être vériées.
ma,t1 +m
c,t
1 = 0 m
b,t
2 +m
d,t
2 = 0 (7.13)
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Remarques onernant les onditions aux limites
La réponse méanique du milieu homogénéisé est très diérente selon le hoix qu'on
fait sur les onditions aux limites du problème. Suquet [132℄ a déjà montré que, pour
un problème linéaire, des onditions homogènes impliquent une rigidité du milieu trop
grande par rapport au problème ave des onditions aux limites linéaires.
En gure 7.5 nous observons un essai de tration horizontale pour les deux types
de onditions aux limites en déplaement (Frey [68℄). La ellule est divisée par une
ssure vertiale dont le omportement est dérit par une loi d'interfae bilinéaire ave
endommagement. Cette ssure relie deux parties qui représentent les grains du VER.
Le système ave des onditions aux limites linéaires est plus ontraignant que le
système ave des onditions périodiques. Le niveau de ontrainte observé au ours
du proessus de dé-ohésion est supérieur à elui néessaire pour une rupture péri-
odique où le passage à l'adouissement des éléments le long de l'interfae (proessus
de dé-ohésion) se fait de manière progressive. Les onditions périodiques donnent un
omportement du milieu homogénéisé plus réaliste et elles seront prises en ompte pour
tous les aluls utilisant ette approhe numérique an d'homogénéiser un problème à
deux éhelle d'observation.
ESSAIE DE TRACTION HORIZONTAL
facteur de chargement - contrainte   [-] - [MPa]
Endommegent en traction
Endommegent en cisaillement
Rupture en cisaillement
Rupture en traction
Fermeture en compression
Figure 7.5  Simulation de tration horizontale : évolution du alul, Frey [68℄
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7.4 Éhelle mirosopique : Lois de omportement
Le squelette solide de la mirostruture est omposé d'un assemblage de grains liés
par des interfaes ohésives. Chaque omposante de la ellule est modélisée par une
loi de omportement qui nous permet de onnaître le hamp de ontrainte néessaire
à l'équilibre du solide.
 Squelette solide
Modèle hyper-élastique isotrope en grandes déformations
 Interfaes ohésives
Modèle élastique linéaire ave adouissement linéaire et endommegement.
7.4.1 Squelette solide
Nous parlons d'hyperélastiité si la réponse méanique d'un milieu ontinu ne dé-
pend pas du parours de hargement, 'est-à-dire si le travail fait par la ontrainte
pendant un proessus de déformation peut être dérit par son état initial et par son
état nal. Nous dénissons un potentiel élastique Ψ selon l'équation 7.14. Cette fontion
représente l'énergie onservée dans le milieu par unité de volume non-déformé.
Ψ =
∫ t
t0
Pij F˙ij dt ave Ψ˙ = Pij F˙ij (7.14)
La fontion Fij représente un gradient de déformation et Pij sa variable onjuguée en
ontrainte (première ontrainte de Piola-Kirho, équation 7.15.b).
Ψ˙ =
∂Ψ
∂Fij
F˙ij =⇒ Pij = ∂Ψ
∂Fij
(7.15)
An de dérire le omportement matériel d'un milieu de façon objetive, la on-
trainte et par onséquent la loi de omportement, doivent être indépendants par rapport
aux mouvements rigides du milieu. Le onept d'objetivité d'une loi de omportement
est dérit par le théorème de Noll [138℄.
Théorème de Noll 7.4.1 La loi de omportement donnée dans le référentiel R par :
σR
ij
= F
(
F R
ij
; −∞ < τ < t )
est objetive si et seulement si elle est de la forme :
σR
ij
= RR
ik
[H (UR
kl
; −∞ < τ < t ) ]RR
jl
où RRik et U
R
kl sont dénis par la déomposition polaire de F
R
ij :
F R
ij
= RR
ik
UR
kj
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Pour qu'une loi de omportement hyperélastique puisse respeter le théorème de Noll
il sut d'érire le potentiel élastique en fontion du tenseur de Cauhy-Green de droite
Cij.
Ψ(Xi, Fij) = Φ(Xi, Cij) (7.16)
Le potentiel élastique Φ et sa variable onjuguée en ontrainte (deuxième ontrainte de
Piola-Kirho Sij) peuvent don être redénis selon l'équation 7.17 où le tenseur Eij
représente le tenseur de déformation de Green.
Sij = 2
∂Φ
∂Cij
=
∂Φ
∂Eij
⇐⇒

Φ =
∫ t
t0
Sij C˙ij dt
Φ˙ =
∂Φ
∂Cij
C˙ij =
1
2
Sij C˙ij
(7.17)
Nous pouvons restreindre l'ensemble des lois de omportement élastique à elui dont le
omportement est isotrope. De ette façon l'équation 7.16 peut être érite en fontion
des invariants du tenseur Cij :
Φ(Xi, Cij) = Φˆ(Xi, IC, IIC, IIIC) =⇒

IC = Cijδij
IIC = tr (CikCkj) = CijCij
IIIC = det (Cij) = J
2
(7.18)
En utilisant l'équation 7.17.a, la loi de omportement présente la forme de l'équation
7.19.
Sij = 2
∂Φˆ
∂Cij
= 2
∂Φˆ
∂IC
∂IC
∂Cij
+ 2
∂Φˆ
∂IIC
∂IIC
∂Cij
+ 2
∂Φˆ
∂IIIC
∂IIIC
∂Cij
Sij = 2
∂Φˆ
∂IC
δij + 4
∂Φˆ
∂IIC
Cij + 2
∂Φˆ
∂IIIC
J2C−1ij

∂IC
∂Cij
= δij
∂IIC
∂Cij
= Cij
∂IIIC
∂Cij
= J2C−1
ij
(7.19)
Pour la plupart des as dans les appliations numériques, la ontrainte prise en ompte
est elle de Cauhy σij ; nous pouvons don rérire l'équation 7.19.a en tenant ompte
du tenseur gauhe de Cauhy-Green bij et de sa variable onjuguée en ontrainte, le
tenseur de Cauhy σij.
bij = FikFjk σij = J
−1FikSklFjl
σij = 2J
−1
[
∂Φˆ
∂IC
]
bij + 4 J
−1
[
∂Φˆ
∂IIC
]
bik bjk + 2 J
[
∂Φˆ
∂IIIC
]
δij (7.20)
225
7.4. ÉCHELLE MICROSCOPIQUE : LOIS DE COMPORTEMENT
Il est possible de montrer qu'en petites déformations, pour l'élastiité linéaire isotrope,
il existe une seule expression du potentiel plastique. En grandes déformations, plusieurs
expressions du potentiel peuvent être proposées pour avoir un modèle isotrope, à on-
dition que l'équation 7.18 soit satisfaite. Bonet et Wood dans [23℄ présentent ertaines
expressions du potentiel élastique isotrope Φˆ.
Dans la suite de ette étude, le potentiel élastique envisagé pour dérire le omporte-
ment des grains est elui qui aratérise les matériaux ompressibles Neo-Hookean.
Les expressions du potentiel élastique Φˆ, de la première ontrainte de Piola-Kirho
Sij et de la ontrainte de Cauhy σij sont proposés dans les équations 7.21.a, 7.21.b
1
et
7.21.b
2
.
Φˆ =
µ
2
(IC − 3)−µ (lnJ)+ λ
2
(lnJ)2

σij =
µ
J
(bij − δij) + λ
J
δij
Sij = µ
(
δij − C−1ij
)
+ λ (lnJ)C−1ij
(7.21)
7.4.2 Interfaes ohésives
A l'intérieur de la ellule, il est néessaire de dénir des onditions sur les interfaes
ohésives an de pouvoir aluler la valeur des fores ohésives qui assemblent les grains
du squelette solide.
Si on onsidère une onguration de référene du VER, deux points matériels
qui appartiennent aux bords opposés d'une interfae seront parfaitement oïnidents
(XAi ≡ XBi ). Puisque les grains se déforment pendant le hargement, les points sur leurs
frontières tendent à se déplaer omme dans la gure 7.6. Nous pouvons don dénir
l'ouverture d'une ssure selon l'équation 7.22.
∆uABi = u
B
i − uAi
{
uBi = x
B
i −XBi
uA
i
= xA
i
−XA
i
(7.22)
En envisageant un repère loal à l'interfae (N
o
et T
o
veteurs unitaires respetivement
tangentiel et normal) nous utilisons les deux omposantes de ∆uABi pour aluler les
fores d'interfaes :[
∆uAB
1
∆uAB
2
]
=
[
∆t
∆n
] [
tt
tn
]
=
[
ftt (∆t,∆n) ftn (∆t,∆n)
fnt (∆t,∆n) fnn (∆t,∆n)
] [
∆t
∆n
]
(7.23)
Les fontions ftt, ftn, fnt et fnn permettent de dénir, pour aluler les fores ohésives
d'interfaes, une loi de omportement qui peut être résumée omme suit :
ti = Fij (∆t,∆n) ∆j (7.24)
Une loi de omportement ave endommagement est don onsidérée dans la suite
de ette étude an de dérire le proessus de dé-ohésion des grains. Les fontions fnt,
ftn hors diagonale seront onsidérées nulles don les interfaes seront aratérisées par
un omportement déouplé.
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oo (a) (
Figure 7.6  Shématisation des interfaes : a) onguration initiale, b) onguration dé-
formée
Lois ohésive déouplée
An d'érire une relation permettant de aluler les fores d'interfaes ti en fontion
du saut en déplaement ∆i nous dénissons des variables d'états non-dimensionnelles
λt et λn. Ces variables dépendent que par la respetive omposante ∆i donnant à
l'interfae un omportement déouplé.
λt =
∣∣∣∣∆tδt
∣∣∣∣ λn = ∣∣∣∣∆nδn
∣∣∣∣ (7.25)
Les variables δt et δn représentent le saut en déplaement ritique dans le repère loal
après lequel la fore ohésive est nulle. La ssure s'ouvre don sans opposer auune
fore. La loi de omportement pour les interfaes peut être exprimée ave les équations
7.26.a et 7.26.b :
tt = ∆t ftt tn = ∆n fnn (7.26)
Dans l'annexe C.1 on montre que ette façon d'érire la loi de omportement est la
même que elle de l'équation 7.23.b érite en fontion du saut en déplaement. Nous
remarquons que si l'interfae atteint l'ouverture de rupture ∆rupt.
i
la variable d'état λi
assumera une valeur unitaire λrupt.
i
= 1.
Comme il est possible de voir en gure 7.7, quatre diérents omportements sont
possibles dans ette loi. L'inrément ∆λi = λ
n
i − λn−1i représente la diérene entre les
valeurs de λi entre deux step onséutifs.
- Charge/Déharge Élastique (CD-EL) : 0 < λi < λ
el.
i et ∆λi R 0
- Charge en Endommagement (C-END) : λel.
i
< λi < λ
rup.
i
et ∆λi > 0
- Déharge en Endommagement (D-END) : 0 < λi < λ
max
i
et ∆λi < 0
- Charge en Rupture (RUP) : λi > λ
rup
i
et ∆λi R 0
Les onditions sur λi sont valides pour les fores tangentielles et pour elles normales en
omportement de tration. Dans e dernier as il est néessaire de vérier que ∆n > 0
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autrement le omportement de l'interfae sera en ompression et une loi de ontat
sera néessaire. Les fontions ftt et fnn qui dénissent la loi de omportement de la
Figure 7.7  Comportement tangentiel et normal pour les fores d'interfaes
gure 7.7 sont dénies dans le tableau 7.1.
- CD-EL C-END D-END RUP
ftt
Tmxt
λel
t
1
δt
(
Tmxt
λel.
t
− 1
)(
1− 1
λmx
t
)
1
δt
(
Tmxt
λel.
t
− 1
)(
1− 1
λmx
t
)
1
δt
0
fnn
Tmx
n
λel
n
1
δn
(
Tmx
n
λel.
n
− 1
)(
1− 1
λmx
n
)
1
δn
(
Tmx
n
λel.
n
− 1
)(
1− 1
λmx
n
)
1
δn
0
Table 7.1  Desription des fontions ftt et fnn.
Pour dérire le omportement en ompression, une loi de ontat élastique non-
linéaire est utilisée (équation 7.27).
tn = − k ∆2n +
[
Tmx
n
∆el
n
]
∆n ∆n < 0, λn R 0 (7.27)
Le paramètre Tmx
n
/∆el
n
représente la raideur du omportement en tration et permet
d'assurer la ontinuité entre la raideur du omportement et la dérivée du omportement
en ompression.
La loi de ontat de l'équation 7.27 permet d'estimer les fores de ontat aeptant
qu'une ompénétration réiproque entre deux grains est possible. La valeur de ette
ompénétration dépend stritement de la pente k de la parabole (équation 7.27). Ce
paramètre a été xé k = 1015 qui représente un bon ompromis entre les deux situations
limites :
1. Une valeur trop basse de k implique des valeurs de ompénétration trop grandes
qui éartent la modélisation des fores de ontat de la réalité.
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2. Une valeur trop grande de k implique des ompénétrations très faibles et au
même temps des fores de ontat tn trop importants qui peuvent onduire à
des problèmes de onvergene sur un pas de temps. Considérer des fores de
ontat aussi grandes peut impliquer que l'interfae entre deux itérations passe
d'un omportement de ompression à un omportement de tration sans jamais
trouver une onguration d'équilibre stable.
Lois ohésive ouplée
Tvergaard [142℄ a proposé une loi de omportement ouplée entre la omposante
tangentielle et normale de l'ouverture de l'interfae. Ce ouplage est déni au niveau
de la variable d'état λ (équation 7.28.a).
λ =

√(
∆t
δt
)2
+
(
∆n
δn
)2
∆n > 0∣∣∣∣∆tδt
∣∣∣∣ ∆n < 0
f(λ) =
27
4
(1− 2λ+ λ2) Tmax (7.28)
Les omportements normal tn et tangentiel tt des fores ohésives peuvent être nale-
ment dérits omme suit :
tt(λ) =

[
∆t
δt
]
f(λ) ∆n > 0[
∆t
δt
]
f(λ)− sign(∆t)µf tn ∆n < 0
tn(λ) =

[
∆t
δt
]
f(λ) ∆n > 0
kn∆n ∆n < 0
Dans ette loi de omportement les fores de ontat sont alulées ave une rela-
Figure 7.8  Loi de omportement ouplée
tion linéaire entre les déplaements de ompénétration et un oeient de pénalisation
kn. Le paramètre µf représente le frottement de Coulomb nal qui est ativé pro-
gressivement ave la déohesion de l'interfae. Dans la suite de ette étude la loi de
omportement déouplée (setion 7.4.2) sera utilisée.
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7.5 Éhelle mirosopique : Solution numérique
An d'obtenir une solution numérique ouplée à l'éhelle marosopique pour un
problème aux onditions aux limites, il est néessaire que la loi de omportement puisse
nous donner les quantités suivantes :
- La ontrainte totale σij
- La densité ρ
- La variation de la quantité de masse uide M˙
- Le ux massique mi
Généralement une loi onstitutive a pour objetif de modéliser les quantités préédentes
à partir du omportement des matériaux à l'éhelle de laboratoire. En utilisant une
méthode d'homogénéisation le omportement du milieu est déduit de sa desription à
l'éhelle miro.
Dans la méthode des éléments nis au arré l'homogénéisation est faite en résolvant
un alul aux éléments nis ave un algorithme lassique de Newton-Raphson sur une
ellule unitaire qui représente la mirostruture du milieu.
An de passer de la formulation forte de l'équilibre (divσij − fi = 0) au système
algébrique linéaire du milieu disrétisé, nous érivons le prinipe du travail virtuel
sur le domaine des grains. L'équation 7.29 montre le travail virtuel interne (terme de
gauhe) et le travail virtuel externe (terme de droite).∫
Ωg
σg
ij
∂u⋆i
∂xj
dΩ = +
∫
Λ+
t+
i
u⋆+
i
dΛ+ +
∫
Λ−
t−
i
u⋆−
i
dΛ− (7.29)
Ωg, Λ+ et Λ− indiquent réspétivement le domaine du grain, le domaine de la lèvre
supérieure de l'interfae et elui de la lèvre inférieure.
7.5.1 Appliation de la méthode de Newton-Raphson
Nous rérivons l'équation du prinipe de travail virtuel envisageant une disréti-
sation du temps ave un nombre ni de pas n (t = [t0, t1, t2...tn]). An de résoudre
le problème numériquement ave un algorithme de Newton-Raphson nous onsidérons
l'équation 7.29 au pas n et à l'itération i
II
.
Puisque la onguration Ωn
i
n'est pas une onguration d'équilibre le résiduel R
i
(u⋆
i
)
orrespondant à l'itération i est alulé omme suit :
R
i
(u⋆
i
) =
=
∫
Ωg,n
i
[
σg,n
i
ij
] [∂u⋆i
∂xj
]
dΩg,n
i −
∫
Λn
i+
[
tn
i+
i
]
[u⋆+
i
] dΛn
i+ −
∫
Λn
i−
[
tn
i−
i
]
[u⋆−
i
] dΛn
i−
(7.30)
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Pour démarrer un proessus itératif, haque terme de l'équation 7.29 est linéarisé. Sans
entrer dans les détails des passages mathématiques qui sont expliqués dans Wood [23℄
et Frey [68℄, nous montrons dans la suite les résultats pour haque terme linéarisé de
l'équation du travail virtuel.
Linéarisation du travail virtuel interne
La linéarisation du travail interne (équation 7.31) est omposée d'un terme rhéologi-
que et d'un terme géométrique.∫
Ωg,n
δ
[
σg,n
ij
∂u⋆i
∂xj
]
dΩg,n =
∫
Ωg,n
Cijkl
[
∂ δunk
∂xnl
∂u⋆
n
i
∂xnj
]
+ σg,n
ij
[
∂ δunk
∂xni
∂u⋆
n
k
∂xnj
]
dΩg,n (7.31)
Le tenseur du quatrième ordre Cijkl orrespond à la loi de omportement inrémental
pour un matériau ompressible Neo-Hookean (paragraphe 7.4.1).
Cijkl =
λ
J
δijδkl +
2
J
[µ− λ ln(J) ] δikδjl (7.32)
Nous remarquons que l'équation 7.32 a la même struture que elle de l'élastiité
linéaire isotrope si nous onsidérons que λ′ = λ/J et µ′ = 2[µ− λ ln(J)]/J .
Linéarisation du travail virtuel externe
La linéarisation du travail virtuel externe est faite à partir de l'hypothèse que les
fores ohésives sont appliquées à la surfae initiale Λ0 des interfaes. Cette hypothèse
implique que la surfae au ours du temps t peut être onfondue ave elle de l'état
ourant (Λ ≡ Λ0) où toutes les interfaes sont fermées. Les raisons de e hoix sont
détaillées dans la setion 6.2.2.
En ommençant par la ontribution de la fore sur la lèvre supérieure de l'interfae
t+
i
, nous obtenons le résultat suivant :∫
Λ+
δ
(
tn,+
i
u⋆
n
i
)
dΛ+ =
∫
Λ
+
0
δ
(
t0,+
i
u⋆
n
i
)
dΛ+
0
=
=
∫
Λ
+
0
δ (t0,+
i
)u⋆
n
i
dΛ+
0
=
∫
Λ+
δ (t0,+
i
)
dΛ+
0
dΛ+
u⋆
n
i
dΛ+ (7.33)
En onsidérant l'équation 7.24 nous allons aluler une expression inrémentale de la
loi de omportement pour les interfaes ohésives. Sij représente la matrie tangente.
δt+
i
=
[
∂t+i
∂∆+j
]
δ∆n,+
j
= Sij (δu
n,−
i
− δun,+
i
) = Sijδu
n,−
i
− Sijδun,+i (7.34)
δt−
i
=
[
∂t−i
∂∆−j
]
δ∆n,−
j
= Sij (δu
n,+
i
− δun,−
i
) = Sijδu
n,+
i
− Sijδun,−i (7.35)
II. La onvention de sommation d'Einstein s'applique exlusivement aux indies inférieurs
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Nous arrivons à l'expression du travail virtuel externe (7.36) en substituant l'équation
7.34 dans l'équation 7.33.∫
Λ+
δ
(
tn,+
i
u⋆
n
i
)
dΛ+ =
∫
Λ+
Sijδ (u
n,−
i
)
dΛ+
0
dΛ+
u⋆
n
i
dΛ+ −
∫
Λ+
Sijδ (u
n,+
i
)
dΛ+
0
dΛ+
u⋆
n
i
dΛ+
(7.36)
Suivant les mêmes passages analytiques nous linéarisons la fore ohésive de la lèvre
inférieure de l'interfae et obtenons l'équation 7.37.∫
Λ−
δ
(
tn,−
i
u⋆
n
i
)
dΛ− =
∫
Λ−
Sijδ (u
n,+
i
)
dΛ−0
dΛ−
u⋆
n
i
dΛ− −
∫
Λ−
Sijδ (u
n,−
i
)
dΛ−0
dΛ−
u⋆
n
i
dΛ−
(7.37)
Pour haque état de la ssure une matrie tangente Sij peut être alulée. En as de
fores tangentielles et de tration, la matrie tangente peut être alulée selon l'équation
7.38.
Sij =

∂tt
∂∆t
0
0
∂tn
∂∆n
 ∂tt
∂∆t
= f(λi) +
[
∂f(λi)
∂λi
∂λi
∂∆t
]
∆i (7.38)
∂λi
∂∆i
=
sign(∆i)
δi
∂f(λi)
∂λi
=

0 CD-E
1
δi
[
Tmx
λel.
i
− 1
] [
1
λmx
i
]2
C-END
0 D-END
0 RUP
(7.39)
Pour le as des fores normales en ompression la onstante de pénalisation est imposée
omme suit :
δtn = k δ∆n
L'équation linéarisée que nous allons résoudre ave une méthode itérative de Newton-
Raphson est la 7.40.
R(u⋆
i
) =
∫
Ωg,n
Cijkl
[
∂ δun
k
∂xnl
∂u⋆
n
i
∂xnj
]
+ σg,n
ij
[
∂ δun
k
∂xni
∂u⋆
n
k
∂xnj
]
dΩg,n+
+
∫
Λ−
Sijδ (u
n,+
i )
dΛ−
0
dΛ−
u⋆
n
i dΛ
− −
∫
Λ−
Sijδ (u
n,−
i )
dΛ−
0
dΛ−
u⋆
n
i dΛ
−+
+
∫
Λ+
Sijδ (u
n,−
i
)
dΛ+
0
dΛ+
u⋆
n
i
dΛ+ −
∫
Λ+
Sijδ (u
n,+
i
)
dΛ+
0
dΛ+
u⋆
n
i
dΛ+ (7.40)
Le terme de droite de l'équation 7.40 est souvent appelé opérateur auxiliaire linéaire.
Nous remarquons que l'équation 7.40 est dénie dans le repère global de la mi-
rostruture alors que les fores ti et les ouvertures ∆i des interfaes sont alulées
à partir d'un repère loal à l'interfae. Pour que la formulation soit ohérente, il est
néessaire de faire un hangement de repère :
232
7.5. ÉCHELLE MICROSCOPIQUE : SOLUTION NUMÉRIQUE
1. Dénition des ouverture des interfaes ∆i du repère global au repère loal.
2. Calul des fores d'interfaes ti dans le repère loal.
3. Changement de repère pour les fores d'interfaes ti, passage du repère loal au
repère global.
4. Changement de repère pour la matrie tangente Sij, passage du repère loal au
repère global
Rij =
[
cosα sinα
− sinα cosα
]
Changement de repère

1. ∆locali = Rij∆
global
j
2. tlocal
i
= Fij∆
local
j
3. tglobali = Rjit
local
j
4. Sglobal
ij
= RαiS
local
αβ
Rβj
(7.41)
L'angle α représente l'inlinaison de l'interfae dans la onguration initiale. Les détails
onernant l'implémentation sont présentés dans la setion 7.7.1.
7.5.2 Disrétisation spatiale du problème ontinu
Pour résoudre de façon numérique l'équation 7.40 par un système algébrique linéaire
de type [Kij] [Uj] = Fi nous disrétisons le domaine sur la mirostruture en éléments
nis.
Nous allons utiliser pour les grains des éléments à quatre noeuds intégrés sur quatre
points de Gauss, pour les interfaes ohésives des éléments unidimensionnels à deux
noeuds intégrés sur deux points de Gauss. Les éléments des interfaes seront superposés
sur le bord des grains pour que la ontribution des fores ohésives puisse être appliquée
aux grains.
Les fontions de forme envisagées dans l'espae de l'élément parent (O, ξ, η) sont
les suivantes :
Grains :

N1 =
1
4
(1− η) (1− ξ)
N2 =
1
4
(1 + η) (1− ξ)
N3 =
1
4
(1 + η) (1 + ξ)
N4 =
1
4
(1− η) (1 + ξ)
Interfaes :

N1 =
1
2
(1− η)
N2 =
1
2
(1 + η)
(7.42)
En suivant e shema d'intégration, es types d'éléments pourraient présenter des pro-
blèmes de blokage (loking) si le omportement des grains et des interfaes tendent vers
une limite d'inompressibilité. Toutefois en utilisant les paramètres présentés dans le
tableau 8.2 es problèmes n'apparaissent pas dans les aluls à l'éhelle marosopique
présentés dans le hapitre 8.
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L'élément utilisé pour dérire la géométrie disrétisée est le même que elui utilisé
pour approximer les fontions inonnues du problème σij, uij. Dans e as nous parlons
d'éléments isoparamétriques.
Nous exprimons les positions, orretions de déplaement et quantités virtuelles dans
le repère de l'élément parent.
[Xgrains
noeud
] =

x(−1,−1)
1
x(−1,−1)
2
x(+1,−1)
1
x(+1,−1)
2
x(+1,+1)1
x(+1,+1)
2
x(−1,+1)
1
x(−1,+1)2

[δU grains
noeud
] =

δU (−1,−1)
1
δU (−1,−1)
2
δU (+1,−1)
1
δU (+1,−1)
2
δU (+1,+1)1
δU (+1,+1)
2
δU (−1,+1)
1
δU (−1,+1)2

[X inter.
noeud
] =

x(−1,−1)1
x(−1,−1)
2
x(+1,−1)
1
x(+1,−1)2

[δU inter.noeud] =

δU (−1,−1)
1
δU (−1,−1)2
δU (+1,−1)
1
δU (+1,−1)
2

(7.43)
Nous utilisons les matries [Bij] et [Tij] pour onneter les quantités sur l'élément
ourant δU(x,y) aux quantités sur l'élément parent δU(ξ,η).
[δU (x,y)
i
]
T
=
[
∂δu1
∂x1
∂δu2
∂x2
∂δu1
∂x1
∂δu2
∂x2
]
(7.44)
[δU (x,y)
i
] = [Bij] [U
(ξ,η)
i
] [Bij] =

∂N1
∂ξ
0 ∂N2
∂ξ
0 ∂N3
∂ξ
0 ∂N4
∂ξ
0
∂N1
∂η
0 ∂N2
∂η
0 ∂N3
∂η
0 ∂N4
∂η
0
0 ∂N1
∂ξ
0 ∂N2
∂ξ
0 ∂N3
∂ξ
0 ∂N4
∂ξ
0 ∂N1
∂η
0 ∂N2
∂η
0 ∂N3
∂η
0 ∂N4
∂η

(7.45)
[δU (ξ,η)
i
] = [Tij] [Unoeud] [Tij] =

∂ξ
∂x1
∂η
∂x1
0 0
∂ξ
∂x2
∂η
∂x2
0 0
0 0 ∂ξ
∂x1
∂η
∂x1
0 0 ∂ξ
∂x2
∂η
∂x2
 (7.46)
Le gradient du hamp de vitesse est alulé omme suit :
∂δui
∂xj
=
∂δui
∂ξk
∂ξk
∂xj
=
∂δui
∂ξk
[
∂xk
∂ξj
]−1
∂xk
∂ξj
= [B]
ij
[Xgrainsnoeud ]j
Les déplaements des éléments d'interfaes superposés sur la frontière des grains seront
dérits de façon approximée en utilisant l'équation 7.47.a.
[U (x,y)i ] = [Nij]
[
U (ξ,η)j
]
Nij =
[
N1 0 N2 0
0 N1 0 N2
]
(7.47)
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Disrétisation du résidu
Nous rérivons l'équation 7.30 en onsidérant les hamps dénis sur un élément
ourant préédemment alulés. An de pouvoir intégrer numériquement l'équation
du résiduel, haque ontribution au résidu est rapportée dans le domaine de l'élément
parent.
Nous érivons i-dessous les équations onernant le résidu pour les eorts internes,
la lèvre supérieure et la lèvre inférieure des interfaes au niveau de l'élément.
[σn] = [σ11 σ12 σ21 σ22 ]
[
Regrains
]
=
∫
Ωpar
[B]T [T ]T [σn] JxξdΩpar
[tn,+] = [t+
1
t+
2
]
[
Re,+
interf.
]
=
∫
Λ
+
par
[NT ] [t+]AxξdΛ+
par
[σn,−] = [t−
1
t−
2
]
[
Re,−
interf.
]
=
∫
Λ
−
par
[NT ] [t−]AxξdΛ−
par
Disrétisation de l'opérateur auxiliaire linéaire
En substituant les fontions 7.45 et 7.46 dans l'équation 7.40 nous arrivons à érire
la ontribution à la matrie de rigidité de l'élément pour haque omposante du prob-
lème. [Ke
rhe
] et
[
Ke
geo
]
représentent les matries de rigidité pour le terme rhéologique et
géométrique de l'équation 7.31.
[Ke
rhe
] =
∫
Ωpar
[B]T [T ]T [Cn] [B] [T ]JxξdΩpar[
Ke
geo
]
=
∫
Ωpar
[B]T [T ]T [σn] [B] [T ]JxξdΩpar
[Ke,−+int ] et [K
e,++
int ] représentent la ontribution de la matrie de rigidité due aux fores
d'interfaes t− et t+ sur la lèvre supérieure.
[Ke,−+
int
] =
∫
Λ
+
par
[NT ] [S] [N ]AxξdΛ+
par
[Ke,++
int
] =
∫
Λ
+
par
[NT ] [S] [N ]AxξdΛ+
par
[Ke,+−
int
] et [Ke,−−
int
] représentent la ontribution de la matrie de rigidité due aux fores
d'interfaes t+ et t− sur la lèvre inférieure.
[Ke,+−int ] =
∫
Λ
+
par
[NT ] [S] [N ]AxξdΛ+par [K
e,−−
int ] =
∫
Λ
+
par
[NT ] [S] [N ]AxξdΛ+par
Après avoir alulé la matrie tangente et le résiduel pour tous les éléments du domaine,
une opération d'assemblage permet d'arriver à un système linéaire du type :
KijUj = Fi (7.48)
La solution de l'équation 7.48 permet de onnaître les déplaement nodaux pour haque
pas de temps. Le système linéaire est résolu ave un solveur standard.
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7.6 Éhelle mirosopique : Solution numérique du
problème uide
La ellule aratérisant l'éhelle miro est omposée par des grains imperméables
élastiques et par des interfaes ohésives. En appliquant des onditions aux limites
sur le bord de la ellule en terme de déplaement, les grains tendent à se déformer
et les interfaes à s'ouvrir ou à se fermer. De ette façon il est possible d'identier
dans la miro-struture un réseau de anaux représenté par les ouvertures normales
des interfaes.
Le problème au niveau miro présente un ouplage entre la solution méanique et
la solution uide puisque la masse uide est alulée à partir des ouverture normales
des interfaes mais, au même temps, l'ouverture est à son tour dépendante par les
fores d'interfae (paragraphe 7.4.2) et par les valeurs de la pression d'eau sur haque
interfae.
Le prol de pression d'eau de haque anal uide est résolu à partir des équations sur
la onservation de la masse uide et sur la onservation de la quantité de mouvement
uide. Des onditions aux limites périodiques en terme d'un gradient de pression maro
∇pmacrow et une valeur de pression moyenne maro pmacrow sont imposées pour démarrer
un proessus itératif.
Dans e proessus un prol de pression d'eau pj
w
est trouvé à haque itération jusqu'à
e que la moyenne de pj
w
soit susamment prohe de la pression marosopique pmacro
w
.
Dans les setions suivantes on fait l'hypothèse que la onnetivité du réseau uide n'est
jamais perdue.
7.6.1 Équations du problème uide
Pour aluler le prol de pression du réseau uide nous onsidérons les équations
de bilan de la masse uide pour haque anal. Ces équations expriment le prinipe
physique que la masse d'un orps se onserve. Par onséquent un volume V xé dans
l'espae peut aumuler de la matière ou en hanger ave l'extérieur mais pas en réer
ni en détruire.
Considérons une région V d'un espae tridimensionnel, la onservation de la masse
peut s'érire ave l'équation 7.49,
dM
d t
=
d
dt
∫
V
ρ dV = −
∫
S
ρ vini dS (7.49)
S étant la surfae extérieure au volume V et ni sa normale sortante. L'équation 7.49
peut être failement adaptée au réseau des anaux uides en fontion du ux massique
ω :
dωi
dsi
= 0 (7.50)
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où s représente la oordonnée le long du anal i. L'équation 7.50 implique que le ux
massique est onstant le long d'un même anal ; don sur haque noeud du réseau uide
le ux massique en entrée doit être égal à elui en sortie (gure 7.9). Le bilan de masse
uide va être reformulé selon l'équation 7.51.
noeud j, anal h :
canaux∑
h=1
ωi
h
= 0 (7.51)
Une relation onstitutive pour le ux massique est dénie de la façon suivante :
ω = ρw k (s)
[
dpw
ds
]
(7.52)
Pour que la diretion du ux massique soit onsistante ave le signe du gradient de
pression, un signe moin devrait être inlu dans l'équation 7.52 avant la densité de l'eau
ρw. Ce signe sera introduit dans l'expression di k(s) dont en parlera dans la setion
7.6.2. La variable k représente une valeur de ondutivité hydraulique k qui aratérise
i  
j  
i-1  
i+1  Bilan de masse fluide sur le noeud j
Figure 7.9  Bilan de masse uide pour le noeud j
tous les anaux. Elle dépend de la visosité η de l'eau, de l'ouverture normale ∆i
de l'interfae ohésive et surtout des hypothèses que nous faisons sur la géométrie
du anal (paragraphe 7.6.2). L'eau est traitée omme un uide ompressible dont le
omportement est dérit par la loi inrémentale 7.53.
ρ˙w =
ρw
kw
p˙w (7.53)
Après une opération d'intégration on obtient l'équation suivante :
ρw = ρw0
[
exp
(
pw (s)− pw0
kw
)]
(7.54)
Substituant l'équation 7.54 dans l'équation 7.52 nous obtenons l'expression 7.55 pour
le ux massique.
ω = ρw0
[
exp
(
pw(s)− pw0
kw
)]
k(s)
dpw(s)
ds
(7.55)
237
7.6. ÉCHELLE MICROSCOPIQUE : SOLUTION NUMÉRIQUE DU PROBLÈME FLUIDE
En utilisant l'équation 7.55 et l'hypothèse de onservation de la masse uide (équation
7.50), nous intégrons par séparation des variables et nous obtenons une expression du
ux massique ω entre deux extrémités sj et sj−1 du anal étudié.
ω
∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds = ρw0exp
(−pw0
kw
)∫ sj
sj−1
exp
[
pw(s)
kw
]
dp =
=ρw0kwexp
(−pw0
kw
)[
exp
(
pw(s
j)
kw
)
− exp
(
pw(s
j−1)
kw
)]
ω =
ρw0kw
[
exp
(
pw(s
j)
kw
)
− exp
(
pw(s
j−1)
kw
)]
exp
(
pw0
kw
)∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds
(7.56)
An de simplier les équations du système uide et de pouvoir résoudre un système
linéaire on introduit les grandeurs suivantes :
φi =
kw ρw0
exp
(
pw0
kw
) ∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds
λi = exp
[
pw(s)
kw
]
L'équation onernant le ux massique peut être rérite omme suit :
ωi = φi (λj − λj−1) (7.57)
L'indie supérieur
i
représente l'élément d'interfae, les indies inférieurs j et j−1 représen-
tent les noeuds à la n et au début de l'élément d'interfae.
En appliquant l'équation 7.57 à l'équation de ontinuité 7.51 pour haque noeud du
réseau uide nous obtenons un système linéaire dont l'inonnue est λ (équation 7.58) à
partir de laquelle nous arrivons à trouver le prol de pression d'eau pw du réseau uide
de la mirostruture.
Pklλl = 0 (7.58)
Il est néessaire de remarquer que l'équation 7.57 sembe être mal onditionné si le
paramètre kw est aratérisé par une valeur très élévée puisque si kw → ∞, φi → ∞
et λj → 0. Cela signie que le système 7.58 ne peut pas être résolu pour un uide très
peu ompressible. An de résoudre le problème uide ave un uide inompressible, les
équations suivantes doivent être prise en ompte :
ω = ρwok(s)
[
dpw
ds
]
(7.59)
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ω
∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds = ρw0
∫ sj
sj−1
d pw = ρw0
(
pwj − pwj−1
)
(7.60)
ω = ρw0
(
pwj − pwj−1
)∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds
(7.61)
Ce qui amène à résoudre le système linéaire 7.57 en envisageant pour φi et λi les
équations suivantes :
φi =
ρw0∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds
λj = pwj
Le problème d'inompréssibilité ne semble pas se présenter en envisageant omme uide
l'eau (kw = 2.2 ∗ 103MPa) omm'il a été fait dans les aluls à l'éhelle marosopique
qui seront montrer dans le hapitre 8.
7.6.2 Caratérisation des interfaes uides
La loi de omportement utilisée pour dérire le ux massique montre une perméa-
bilité loale k propre à notre représentation mirosopique. Ce paramètre k représente
une ondutivité hydraulique qui aratérise les interfaes du réseau uide de la mi-
rostruture.
An d'avoir une expression analytique du terme k et des fores visqueuses tan-
gentielles tw à appliquer sur les extrémités supérieures et inférieures des interfaes, il
est néessaire de penser un modèle d'éoulement uide. Dans la suite deux modèles
d'éoulement sont envisagés :
 Éoulement uide entre deux plans innis parallèles
 Éoulement uide dans une onduite irulaire
Les équations de Navier-Stokes 7.62
1
sont résolues pour es deux géométries.
∂vi
∂t
+
∂ (vivj)
∂xj
= Fi − 1
ρw
∂pw
∂xi
+
η
ρw
∂2vi
∂x2j
∂vi
∂xi
= 0
(7.62)
Fi représente les eorts volumiques s'exerçant sur le uide. Les approximations suiv-
antes sont envisagées pour résoudre les équations de Navier-Stokes :
- Les eorts volumiques sont négligés dans l'équation 7.62
1
don nous onsidérons
que Fi ≈ 0.
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- Un éoulement permanent est onsidéré dans une onguration quasi-statique
(∂vi/∂t ≈ 0).
- An de simplier ultérieurement le problème, le uide est onsidéré inompres-
sible don l'équation 7.62
2
est ajoutée aux équations de Navier-Stokes.
- L'éoulement est dans un régime laminaire.
Il est néessaire de remarquer que les solutions aux problèmes d'éoulement vont
être alulées en faisant l'hypothèse d'inompressibilité du uide. Cette hypothèse sem-
ble être en ontradition ave l'hypothèse de ompressibilité utilisée pour arriver au
système linéaire de l'équation 7.58.
La raison pour laquelle nous la onsidérons satisfaisante est qu'elle nous donne une
formulation analytique laire et simple de la aratérisation hydraulique du problème
uide qui peut être vue omme une donnée onstitutive du problème uide.
Éoulement entre deux plans parallèles
En onsidérant que l'éoulement entre deux plans parallèles est un éoulement plan
(v2 = 0, v3 = 0), la seule omposante du hamp de vitesse v1 pour la symétrie du
problème dépend uniquement de la variable spatiale x2 ; les équations de Navier-Stokes
sont don rérites selon l'équation 7.63.a.
η
∂2v1
∂x2
2
=
∂pw
∂x1
ave
{
v1(x2 = 0) = 0
v1(x2 = h) = 0
(7.63)
En intégrant l'équation diérentielle 7.63.a ave les onditions aux limites 7.63.b, une
solution exate est obtenue, elle-i onduit à un prol de vitesse parabolique entre les
deux plans séparés de h (équation 7.64).
v1(x2) =
1
2η
∂pw
∂x1
x2 (x2 − h) (7.64)
Le ux volumique peut don s'érire omme suit :
h
o
Figure 7.10  Prol du hamp de vitesse dans deux plans parallèles
Q1 =
∫ h
0
v1(x2)dx2 =
∫ h
0
1
2η
∂pw
∂x1
x2 (x2 − h) dx2 =
(
− h
3
12η
)
∂pw
∂x1
(7.65)
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Pour nir nous utilisons l'analogie entre le ux volumétrique et le ux massique pour
déterminer une expression de la ondutivité hydraulique k(s) en envisageant que l'es-
pae entre les deux plans parallèles h orrespond à l'ouverture normale des interfaes
∆n :
Q1 =
ω
ρw
= k(s)
∂pw
∂x1
=⇒ k(s) = − h
3
12η
= −∆
3
n
12η
(7.66)
Puisque le uide est visqueux une distribution d'eorts tangentiels sera alulée à
l'intérieur du anal et sur les deux plans horizontaux :
tw =
1
2
η
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
=
1
2
η
∂v1
∂x2
=
∂pw
∂x1
x2

t+
w
= tw (x2 = +h/2)
t−
w
= tw (x2 = −h/2)
Les eorts transmis par le uide sur les parois du anal sont alulés omme suit :
t+
w
=
1
2
∂pw
∂x2
h =
1
2
∂pw
∂x1
∆n t
−
w
= −1
2
∂pw
∂x1
h = −1
2
∂pw
∂x1
∆n (7.67)
Éoulement dans une onduite irulaire
Nous onsidérons dans la suite le as d'un éoulement dans une onduite irulaire.
Cette géométrie est aratérisée par une symétrie axiale don la seule omposante du
ux sera elle le long de x1. L'équation 7.68 représente l'équation de Navier-Stokes pour
le as d'une onduite irulaire.
−∂pw
∂x1
+ η
[
1
r
∂
∂r
(
r
∂v1
∂r
)]
= 0
−1
r
∂pw
∂θ
= 0
−∂pw
∂r
= 0
ave
{
v1(r = 0) 6=∞
v1(r = R) = 0
(7.68)
En intégrant e système d'équations diérentielles nous obtenons le hamp de vitesses
dans la onduite :
v1(r) =
1
4η
∂pw
∂x1
(r2 − R2) (7.69)
Q1 =
∫ R
0
v1(r) 2πr dr =
∫ R
0
1
4η
∂pw
∂x1
(r2 − R2) 2πr dr = − π
8η
∂pw
∂x1
R4 (7.70)
En faisant l'analogie ave le ux volumétrique et en envisageant que R = D/2, nous
arrivons à une expression de la ondutivité hydraulique k(s) :
Q1 =
ω
ρw
= k(s)
∂pw
∂x1
=⇒ k(s) = −πR
4
8η
= − π
8η
(
D
2
)4
= −π
η
∆4
n
128
(7.71)
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o
2R o
Figure 7.11  Prol du hamp de vitesse dans une onduite
Nous remarquons que pour e modèle d'éoulement uide nous avons égalé le diamètre
de la onduite D à l'ouverture des interfaes ∆n. À partir du hamp de vitesses on
alule la distribution de l'eort tangentiel τw :
τw =
1
2
η
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
=
1
2
η
∂v1
∂r
=
1
4
∂pw
∂x1
r
tw(r) =
∫ r
0
τw(r)πrdr =
π
8
∂pw
∂x1
r2
{
t+
w
= +tw(r = R)
t−w = −tw(r = R)
(7.72)
t+
w
=
π
8
∂pw
∂x1
R2 =
π
8
∂pw
∂x1
∆2
n
t−
w
= −π
8
∂pw
∂x1
R2 = −π
8
∂pw
∂x1
∆2
n
(7.73)
Les équations 7.71, 7.73.a et 7.73.b représentent respetivement la ondutivité hy-
draulique et les fores visqueuses sur les deux tés opposés de l'interfae. Ces quan-
tités sont alulées en faisant l'hypothèse que sur une longueur unitaire le long du plan
(O, x2, x3) il existe un nombre de anaux égale à ncan.. De ette façon les équations 7.71,
7.73.a et 7.73.b se peuvent rérire omme suit :
k(s) = −
[
π
η
∆4n
128
]
ncan.
t+w =
[
π
8
∂pw
∂x1
∆2n
]
ncan. t
−
w = −
[
π
8
∂pw
∂x1
∆2n
]
ncan.
De ette façon le paramètre ncan. représente un paramètre qui aratérise l'éoulement
uide de la mirostruture.
Dans la littérature, il existe très peu de travaux expérimentaux qui ont pour objetif
elui de aratériser l'éoulement d'un uide au travers d'une ssure. Wang et al. [151℄
et Aldea et al. [2℄ ont proposé une relation expérimentale entre la perméabilité et un
état de ssuration dans un éhantillon de béton. Cependant ette relation est basée sur
des propriétés résiduelles, e qui rend la aratérisation de la ssure inertaine. Plus
réemment, Dal Pont [49℄ et Rastiello [120℄ ont proposé un protoole expérimental
permettant de relier au même instant l'état de ssuration et l'éoulement du uide. Le
protoole est omposé en deux phases :
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 Des éhantillons ylindriques de 110mm/160mm/250mm de diamètre et 50mm/
90mm / 130mm d'épaisseur sont soumis à un essai brésilien modié [25℄ qui
permet de générer une ssure unique dans l'éhantillon. L'ouverture de ssure est
mesurée au travers des LVDTs et à l'aide d'une tehnique de orrélation d'image
(DIC : digital image orrélation). Cette tehnique permet de relier l'ouverture
de ssure diamétrale mesurée via les LVDTs à la surfae de la ssure pour des
ouvertures allant jusqu'à 300µm.
 Dans une deuxième phase, l'essai brésilien est ouplé à un système hydraulique
qui permet d'appliquer un gradient de pression aux deux faes de l'éhantillon et
de mesurer le débit traversant éprouvette. L'utilisation des LVDTs permet à la
fois de onnaître à tout instant l'état de ssuration de l'éhantillon et d'imposer
des ouvertures par palier. La relation ouverture diamétrale-surfae de la ssure
obtenue dans la première phase du protoole, permet enn de orréler en temps
réel l'éoulement du uide à la surfae de la ssure (surfae de perolation).
La relation ainsi obtenue permet de orriger la loi d'éoulement de Poiseuille (loi d'é-
oulement dans une onduite irulaire) et de l'adapter à la morphologie d'une ssure
réelle (ave don la prise en ompte de la tortuosité, la rugosité . . .). La orretion est
partiulièrement importante pour de petites ouvertures (< 100µm).
Comportement hydraulique des interfaes fermées
En utilisant deux diérents modèles d'éoulement nous arrivons à deux estima-
tions de la ondutivité loale du modèle mirosopique (équations 7.66 et 7.71).
Impliitement nous avons fait également l'hypothèse que la dimension transversale
du modèle d'éoulement soit égale à l'ouverture normale entre les grains du VER
(h ≡ ∆n orD ≡ ∆n).
Une telle hypothèse peut onduire à des problèmes si les interfaes se ferment (∆n =
0) puisque le système 7.58 résultera singulière étant φi nul. De ette façon le système
d'équations 7.57 ne peut pas être résolu.
Une première solution pourrait être d'éliminer du système uide Pij toutes les lignes
onernant les noeuds des interfaes fermées (Frey [68℄, [69℄). Cette façon de résoudre
le problème implique que les deux surfaes des interfaes soient inniment régulières et
lisses, e qui ne semble pas très réaliste.
Une approhe plus réaliste et qui évite la singularité du système linéaire uide est
de aratériser l'irrégularité de la surfae des grains et de onsidérer deux systèmes
d'ouvertures normales ∆n :
 Un système d'ouvertures méaniques identié par les ouvertures ∆n ave lequel
les fores ohésives sont alulées.
 Un système d'ouvertures hydrauliques ∆fluide aratérisé par une valeur minimale
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de l'ouverture et en même temps dépendant des ouvertures méaniques (équation
7.74).
De ette façon même si l'interfae est fermée à ause d'un omportement de
ompression, elle ne se ferme jamais omplètement à ause de sa rugosité don
l'eau pourra toujours ouler grâe à ette valeur minimale de l'ouverture. Le
paramètre ∆min représente don un paramètre onstitutif du modèle hydraulique
hoisi.
∆fluide =
{
∆n +∆min ∀ ∆n ≥ 0
∆min ∀ ∆n < 0
(7.74)
Cette proédure nous permet d'éviter de réarranger la matrie du système linéaire Pij
puisque les interfaes ne sont jamais omplètement fermées et don toutes les om-
posantes φi sont toujours diérentes de zéro (k(s) 6= 0).
Figure 7.12  Ouverture du réseau uide en fontion des ouvertures méaniques
La gure 7.13 shématise la physique d'une interfae aratérisée par une surfae
rugueuse. À ause de et aspet elle est modélisée par un milieu équivalent dont le
omportement est donné par l'équation 7.74.
La fontion de ondutivité loale pour un modèle d'éoulement entre deux plans
parallèles et pour un modèle d'éoulement omposé par ncan onduites irulaires sur
une longeur unitaire de l'interfae (équations 7.75.a et 7.75.b) :
k(s) = −(∆n +∆min)
3
12η
k(s) = −π
η
(∆n +∆min)
4
128
ncan (7.75)
7.6.3 Desription numérique du problème ouplé
Pour aluler le prol de pression dans le réseau uide un proessus itératif est
appliqué. Ce proessus est démarré en envisageant la onguration méanique xée,
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INTERFACE
GRAIN
GRAIN
GRAIN
GRAIN
VER
Interfaces fermés:
Interfaces ouvertes:
(a)
(b) (c)
Figure 7.13  a) Mirostruture du problème, b) Shématisation de la physique de l'inter-
fae, ) Modélisation de l'interfae
'est-à-dire que les itérations du problème uide utilisent une onguration des ouver-
tures des interfaes ∆n onstante pendant le proessus itératif du problème uide.
Comme le problème uide est résolu et les fores d'interfae sont onnues (fores
visqueuses tangentielles tw, fores normales dues à la pression d'eau pw) une autre itéra-
tion du problème méanique est démarrée sur un pas de temps à partir duquel on alule
une nouvelle distribution des ouvertures normales ∆n. Quand les deux problèmes, elui
onernant la méanique et elui onernant le uide, sont arrivés à onvergene un
nouveau pas de temps est démarré.
Pour présenter l'algorithme de résolution sur la partie uide nous onsidérons la
mirostruture de la gure 7.14 où le réseau uide est disrétisé. Cette mirostruture
est omposée par 3 grains (un grain entral, deux moitiés à té de elui du entre
et deux quarts de grains en haut et en bas), 24 intersetions auxquelles les pressions
uides pw sont alulées et 24 éléments d'interfaes où les ux massiques sont alulés.
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(a) (b)
Figure 7.14  a) Numérotation des interfaes uides, b) Numérotation des noeuds uides
Assemblage du système uide
Le VER omporte 18 intersetions, dont 6 à trois branhes et 12 à deux branhes. La
onservation du ux (équations 7.51 et 7.57) est érite aux 18 noeuds internes omme
suit :
φi =
kw ρw0
exp
(
pw0
kw
) ∫ sj
sj−1
1
k(s)
ds
λj = exp
[
pw(s
j)
kw
]
ωi = φi (λj − λj−1)
canaux∑
h=1
ωih = 0
En faisant referene à la mirostruture de gure 7.14 les équations de bilan de masse
uide sur haque n÷ud peuvent être érites dans la façon suivante :
2. ω1 + ω2 = 0 φ1 (λ2 − λ1) + φ2 (λ2 − λ3) = 0
3. ω2 + ω6 + ω7 = 0 φ2 (λ3 − λ2) + φ6 (λ3 − λ7) + φ7 (λ3 − λ8) = 0
5. ω3 + ω4 = 0 φ3 (λ5 − λ4) + φ4 (λ5 − λ6) = 0
6. ω4 + ω5 + ω11 = 0 φ4 (λ6 − λ5) + φ5 (λ6 − λ7) + φ11 (λ6 − λ12) = 0
7. ω5 + ω6 = 0 φ5 (λ7 − λ6) + φ6 (λ7 − λ3) = 0
8. ω7 + ω8 = 0 φ7 (λ8 − λ3) + φ8 (λ8 − λ9) = 0
9. ω8 + ω9 + ω12 = 0 φ8 (λ9 − λ8) + φ9 (λ9 − λ10) + φ12 (λ9 − λ13) = 0
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10. ω9 + ω10 = 0 φ9 (λ10 − λ9) + φ10 (λ10 − λ11) = 0
12. ω11 + ω13 = 0 φ11 (λ12 − λ6) + φ13 (λ12 − λ14) = 0
13. ω12 + ω14 = 0 φ12 (λ13 − λ9) + φ14 (λ13 − λ15) = 0
14. ω13 + ω16 + ω17 = 0 φ13 (λ14 − λ12) + φ16 (λ14 − λ17) + φ17 (λ14 − λ18) = 0
15. ω14 + ω20 + ω21 = 0 φ14 (λ15 − λ13) + φ20 (λ15 − λ20) + φ21 (λ15 − λ21) = 0
17. ω15 + ω16 = 0 φ15 (λ17 − λ16) + φ16 (λ17 − λ14) = 0
18. ω17 + ω18 = 0 φ17 (λ18 − λ14) + φ18 (λ18 − λ19) = 0
19. ω18 + ω19 + ω23 = 0 φ18 (λ19 − λ18) + φ19 (λ19 − λ20) + φ23 (λ19 − λ23) = 0
20. ω19 + ω20 = 0 φ19 (λ20 − λ19) + φ20 (λ20 − λ15) = 0
21. ω21 + ω22 = 0 φ21 (λ21 − λ15) + φ22 (λ21 − λ22) = 0
23. ω23 + ω24 = 0 φ23 (λ23 − λ19) + φ24 (λ23 − λ24) = 0
Conditions aux limites périodiques : Conservation du ux
Des onditions aux limites périodiques en terme de onservation du ux sont im-
posés sur les noeuds de la frontière en bas (noeuds 1) et à gauhe (noeuds 4, 16). Ces
onditions sont présentées i-dessus.
1. ω1 + ω24 = 0 φ1 (λ1 − λ2) + φ24 (λ24 − λ23) = 0
4. ω3 + ω10 = 0 φ3 (λ4 − λ5) + φ10 (λ11 − λ10) = 0
16. ω15 + ω22 = 0 φ15 (λ16 − λ17) + φ22 (λ22 − λ21) = 0
Conditions aux limites périodiques : Gradient de pression
Une diérene de pression est appliquée entre les noeuds opposés en utilisant le
gradient de pression maro (∇pwi = (∆pmacro/∆Xi), ave ∆Xi = 1) :
pwj − pwj−1 = ∆pmacrowi exp
(
pwj
kw
− pwj−1
kw
)
= exp
(
∆pmacro
w
kw
)
exp
(
pwj
kw
)
exp
(
pwj−1
kw
) = exp( 1
kw
∆pmacro
w
) exp(pwj
kw
)
exp
(
pwj−1
kw
) = exp(∆pmacrow
kw
)
exp
(
pwj
kw
)
−
[
exp
(
∆pmacro
w
kw
)
exp
(
pwj−1
kw
)]
= 0
λj −
[
exp
(
∆pmacro
w
kw
)]
λj = 0
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λj − (δpw)λj−1 = 0 δp = exp
(
∆pmacro
kw
)
Par onvention nous hoisissons un gradient positif pour un uide irulant horizon-
talement de droite à gauhe, et vertialement de haut en bas. En tenant ompte de la
numérotation utilisée nous érivons :
pwj − pwj−1 > 0
Les diérenes des pressions imposées aux intersetions 11, 22 et 24 peuvent s'érire
omme suit :
11. λ11 −
[
exp
(
∆pmacro
w
kw
)]
λ4 = 0
22. λ22 −
[
exp
(
∆pmacrow
kw
)]
λ16 = 0
24. λ24 −
[
exp
(
∆pmacro
w
kw
)]
λ1 = 0
Un exemple de la matrie Pij dérivant la onservation du ux massique pour un
système périodique est proposée dans les gures 7.15 et 7.16.
Pression moyenne
Le système uide se ompose de 24 équations : 21 équations de onservations du
ux (3 équations dénies omme onditions aux bords et 18 équations dénies sur
les noeuds à l'intérieur) et 3 équations où une diérene de pression est imposée aux
frontières.
Ce système est singulier, il présente une innité de prols de pression à une onstante
prêt. Pour résoudre e problème une des 21 équations de onservation du ux doit être
remplaée par une valeur donnée de pression moyenne P av
w
. En hoisissant de remplaer
l'équation de onservation du ux massique au point 2 par la pression moyenne P avw
nous obtenons :
pw2 = P
av
w =⇒
pw2
kw
=
P av
w
kw
=⇒ exp
(
pw2
kw
)
= exp
(
P av
w
kw
)
λ2 = exp
(
P avw
kw
)
(7.76)
De ette manière le système algébrique représentant les équations de ontinuité sera
bien posé et présentera une solution unique. Après avoir trouvé les inonnues du pro-
blème uide λi, nous pouvons arriver à aluler le prol de pression omme suit :
pwi = kw log (λi) (7.77)
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Algorithme de résolution du système uide
La desription expliite du réseau uide est résolue distintement du problème
méanique par un proessus itératif an de trouver un prol de pression qui respete
les onditions aux limites et qui ait en même temps une valeur moyenne du hamp de
pression égale à la pression marosopique Pmacro.
Une façon alternative de résoudre le système uide sans démarrer un alul itératif
est d'imposer diretement l'équation orrespondante à la pression moyenne dans le
système uide : (
1
Ωfluide
)∑
pwj = P
macro
w
(7.78)
Cette proédure direte de résolution du système uide est moins performante par
rapport à elle où un proessus itératif est démarrée puisque les termes de l'équation
7.78 ne sont pas regroupés autour de la diagonale de la matrie Pij. De plus pour
exprimer l'équation 7.78 ave des exponentielles on perd aussi la linéarité de l'équation
7.78 e qui omplique enore plus la solution numérique du problème. Le proessus
itératif de résolution du problème hydraulique atteint une solution ave deux ou trois
itérations qui semble être susamment performant.
Pour es raisons le proessus itératif dérit dans le tableau 7.2 à été pris en ompte.
Le problème méanique et le problème uide sont résolus séparément, don les ouver-
tures ∆n peuvent être onsidérées omme une donnée xée utilisée pour intégrer la
fontion k(s) et aluler les omposantes φi du système uide.
La première itération est démarrée en substituant l'équation de ontinuité du ux mas-
sique sur le noeud 2 ave l'équation 7.76 où la valeur de la pression moyenne P av
w
est
égale à la pression maro Pmacro
w
. En résolvant le système uide nous arrivons à aluler
un prol de pression pwi dont nous évaluons le valeur moyenne P
av
w . La valeur de la
pression moyenne P av
w
est omparée ave la pression d'eau marosopique Pmacro
w
de la
façon suivante :
∆pw = P
macro
w
− P av
w
(7.79)
Si ∆pw n'est pas susamment petit on réatualise la pression au noeud 2 (équation
7.80) an d'initialiser de nouveau la matrie du système uide Pij et démarrer une
itération de plus.
pw2 = pw2 +∆pw (7.80)
Lorsque le prol de pression pwi aura une valeur moyenne P
av
w susamment prohe de
la pression d'eau marosopique Pmacro
w
nous pouvons onsidérer e prol de pression
omme elui qui reçoit le problème uide.
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Figure 7.15  Cté gauhe de la matrie Pij
Figure 7.16  Cté droit de la matrie Pij
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 Champs des ouvertures normales ∆i
n
du problème méanique à l'itération i.
1. CONDUCTIVITÉ LOCALE
- Calul de la surfae totale des interfaes Ωfluide
- Calul des paramètres k(s), pour haque interfae uide.
- Calul des
∫
1
k(s)
ds pour haque interfae uide.
2. INITIALISATION
- Initialisation de la pression moyenne : pw2 = P
macro
w
- Initialisation du numéro d'itération : NITER fluide = 1
- Calul des termes φi pour haque interfae.
3. ASSEMBLAGE
- Assemblage de la matrie Pij à partir des équations de ontinuité
- Assemblage de la matrie Pij ave des onditions aux limites périodiques
- Imposition d'une valeur de pression moyenne P av.w dans le prol de la matrie
Pij.
4. ITERATION FLUIDE
(a) Assemblage :
- a.1 Si NITERfluide = 1 =⇒ GO TO (b)
- a.2 Si NITERfluide > 1 =⇒ mise à jour de C ave pw2
(b) Calul du hamp de pressions pwi
() Calul du gradient de pressions ∂pwi/∂si et des eorts tangentiels twi
(d) Calul de la pression moyenne P av
w
=
∑
pwi/Ω
fluide
(e) Calul de la diérene de pressions : ∆pw = P
macro
w − P av.w
(f) Mise à jour de la pression moyenne : pw2 = pw2 +∆pw
(g) Test de onvergene :
- Si ∆pw 6 toll. =⇒ GO TO 5.
- Si ∆pw > toll. =⇒ NITERfluide = NITERfluide + 1, GO TO
4.a
5. POURSUITE DU CALCUL MÉCANIQUE
Table 7.2  Algorithme de résolution du système uide
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7.7 Grandeurs marosopiques homogénéisées
Une fois que le problème sur la mirostruture est intégré sur un pas de temps ∆t
des grandeurs marosopiques peuvent être alulées. Ce sont :
 La ontrainte homogénéisée ou ontrainte du mélange : σmix
ij
 La densité homogénéisée ou densité du mélange : ρmix
 La variation de la masse uide : M˙w
 Le ux massique du mélange dans la diretion x1 et x2 : m
mix
1
, mmix
2
Ces grandeurs aratérisent le omportement du milieu homogène équivalent qui est
pris en ompte pour dérire une loi de omportement à partir d'une éhelle d'observa-
tion mirosopique.
La ontrainte du mélange σmixij est exprimée omme moyenne des ontraintes solides
σs
ij
et de la pression d'eau pw sur le volume des parties solides Ω
s
et uides Ωf de la
mirostruture :
σmixij =
1
Ω
(∫
Ωs
σsijdΩ
s +
∫
Ωw
pwδijdΩ
w
)
(7.81)
Ave Ω = Ωs + Ωw le volume total. Il est possible de montrer (Caillerie [30℄) que
l'opération de moyenne sur la ontrainte peut être substituée ave une formule qui
dépend seulement des ontraintes sur le bord de la ellule (annexe C.2).
La densité du mélange ρw se alule omme la somme de la masse solideM s et de la
masse uide Mw divisée par le volume total de la ellule. Étant la masse du squelette
solide onstante, elle peut être alulée à partir de la onguration non déformée.
ρmix =
M s +Mw
Ω
=
1
Ω
(
ρs
0
Ωs
0
+
∫
Ωw
ρwdΩw
)
(7.82)
La quantité de masse uide Mw représente la masse uide présente dans le réseau
des anaux uides à un instant t, elle est alulée par intégration de la masse uide
volumique sur le volume des ssures Ωf représentant le domaine uide du problème.
Le volume uide est don alulé à partir de ∆f pour tenir ompte de la quantité de
masse uide présente entre les aspérités des ssures. Une fois que le prol de pression
est onnu, la quantité de masse uide peut être dénie selon l'équation 7.83.a.
La dérivée de la quantité de masse uide est dénie numériquement omme le rapport
inrémental entre un inrément de masse uide et la taille du pas de temps (équation
7.83.b).
Mw =
∫
Ωw
ρwdΩ
w M˙w =
M t
w
−M t+∆t
w
∆t
(7.83)
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Le ux massique du mélange mmix
i
est évalué omme la somme des ux sur les
noeuds du bord de la mirostruture :
mmix
x
=
A∑
j=1
mxj m
mix
y
=
B∑
k=1
myk
Ave B le numéro des noeuds qui appartient au bord de droite ∂ΩB et C eux du bord
en haut ∂ΩC . En prenant le réseau uide dérit en gure 7.14.b le ux massique peut
être alulé omme suit :
mmixx = m
11
x +m
22
x m
mix
y = m
24
y
7.7.1 Implémentation des éléments nis à l'éhelle miro
L'algorithme de résolution du problème aux éléments nis à l'éhelle mirosopique
est montré dans le tableau 7.3.
Dans un problème aux onditions aux limites à l'éhelle marosopique, le gradient
des déplaements maro ∇umacro
ij
, la pression d'eau maro P macro
w
et le gradient de
pression d'eau ∇P macrowi ne seront plus lus à partir d'un hier des données. Ils feront
partie de la inématique ave laquelle nous alulerons la loi de omportement pour
le problème méanique et hydraulique à l'éhelle marosopique. Ces détails seront
présentés dans le hapitre 8.1.
1. LECTURE DES DONNÉES
(a) Leture des oordonnées des noeuds
(b) Leture des propriétés méaniques pour haun des grains et des interfaes
() Leture des onditions aux limites :
- Gradient des déplaements maro ∇umacro
ij
- Pression d'eau maro P macro
w
- Gradient de pression d'eau ∇P macrowi
2. INITIALISATION
(a) Numérotation des degrés de liberté : Algorithme de Cuthill-MKee, [48℄.
(b) Calul des angles d'inlination αi de haque interfae ohésive pour le
alul de la matrie de hangement de repère Rij (équations 7.41.a)
Suite du alul dans la page suivante =⇒
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=⇒ Continuation de l'algorithme de la page préédente.
3. BOUCLE SUR LES PAS DE TEMPS N
(a) Appliations des onditions aux limites en déplaement sur les oins de la
mirostruture (équations 7.8, 7.9 et 7.10)
(b) Initialisations de la matrie de rigidité ave les onditions périodiques ( la
diérene des déplaements entre les deux bords horizontaux et les deux
bords vertiaux doit être onstante, équations 7.6 et 7.7)
() Calul des ouvertures ∆local
i
des interfaes dans le repère loal à partir des
déplaement nodales dans le repère global (équation 7.41.b
1
)
(d) Solution du système uide : alul des fores tangentiels tw et normales
pw selon l'algorithme montré dans le tableau 7.2.
(e) Calul des fores d'interfae dans le repère loale tlocal
i
et passage au repère
global (équation 7.41.b
2
)
(f) Calul de la matrie globalKij et des fores nodales Fi pour les éléments de
haque omposante de la mirostruture (grains et interfaes ohésives).
(g) ALGORITHME DE NEWTON-RAPHSON
i. Solution du système algébrique linéaire.
ii. Mis-à-jour des oordonnées nodales
iii. Calul des ouvertures ∆local
i
des interfaes dans le repère loal à partir
des déplaement nodales dans le repère global (équation 7.41.b
1
)
iv. Solution du système uide : alul des fores tangentiels tw et normales
pw selon l'algorithme montré dans le tableau 7.2
v. Calul des fores d'interfae dans le repère loale tlocal
i
et passage au
repère global (équation 7.41.b
2
)
vi. Calul de la matrie global Kij et des fores nodales Fi pour les élé-
ments de haque omposante de la mirostruture (grains et interfaes
ohésives).
vii. Calul du paramètre de onvergene rforce et test de onvergene :
A. if rforce > toll =⇒ GO TO 3.g.i
B. if rforce < toll =⇒ GO TO 3 ave N = N+1
(h) Mis-à-jour des variables d'état
Table 7.3  Algorithme de résolution du problème aux éléments nis sur la mirostruture
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Chapitre 8
Résultats numériques
8.1 Introdution
Ce hapitre a omme objetif de présenter le omportement du milieu homogénéisé
à l'éhelle marosopique. Les aluls que nous allons présenter ont été faits à la fois
pour un problème en méanique pur et pour un problème ouplé.
Comme il a été remarqué dans la setion 2.4.3, le tenseur tangente onsistante à
l'éhelle marosopique est alulé ave une méthode de perturbation qui nous oblige,
pour haque pas de temps, d'intégrer la lois de omportement fem
2
, inq fois en total
pour un problème en méanique pure, huit fois pour un problème en hydroméanique.
À la diérene des lois de omportements phénoménologiques ou expérimentales
(setion 2.3.2), la méthode de l'homogénéisation dénit le omportement du point
matériel en moyennant la ontrainte de la mirostruture que représentera le VER du
matériau. Dans le as d'un problème ouplé, une approhe phénoménologique néessite
des hypothèses sur le milieu poreux envisagé, elles nous permet de développer analy-
tiquement les termes de ouplage de la matrie tangente du problème linéarisé (gure
2.6 de la setion 2.4.3).
Pour une approhe d'homogénéisation numérique auun développement analytique
est possible, tous les termes de la matrie tangente du système linéarisée sont don
alulés (equation 8.1).
dστ1
il
=Eilkj
∂duτ1
k
∂xτ1j
+ Aildp
τ1
w
+Bilj
∂dpτ1
w
∂xτ1j
ρmix,τ1 =Dijd
∂duτ1
i
∂xτ1
j
+ Edpτ1w +Gk
∂dpτ1
w
∂xτ1
k
dmτ1
i
=Aijk
∂duτ1j
∂xτ1
k
+ Lidp
τ1
w
+ Jik
∂dpτ1w
∂xτ1
k
dM˙ τ1 =Kjk
∂duτ1
j
∂xτ1k
+ Idpτ1
w
+Qk
∂dpτ1
w
∂xτ1k
(8.1)
8.1. INTRODUCTION
Une expression matriielle de l'équation 8.1 est montrée en gure 8.1. D'une manière
générale les termes de la matrie tangente sont non nuls néanmoins, selon le problème
aux limites étudié, il est possible que ertains termes s'annulent.
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
Figure 8.1  Blo bleu iel de la matrie tangente
[
Eτ1(x,y)
]
ij
Dans la suite de ette setion nous proposons la résolution de quelques problèmes
aux limites pour la validation de l'implémentation du problème sur la mirostruture
dans le ode aux éléments nis Lagamine. An d'observer la solution du problème à
l'éhelle mirosopique et à l'éhelle marosopique, des sripts dans le langage Python
ont été développés. Ils nous permettent d'observer l'état des interfaes ohésives pour
haque pas, haque élément et haque point de Gauss, mais aussi l'état de haque
interfae ohésive en substituant à haque point de Gauss marosopique la solution
du problème à l'éhelle mirosopique. De ette façon il est possible d'avoir une idée
générale du omportement marosopique en regardant l'état de haque mirostruture.
La solution numérique d'un problème à deux éhelles est shématisée dans le tableau
8.1. L'algorithme de solution du problème à l'éhelle mirosopique (setion 7.7.1) pour
un milieu périodique est appliqué haque fois qu'il est néessaire d'intégrer la loi de
omportement pendant un algorithme de Newton-Raphson.
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1. Solution du problème à l'éhelle marosopique pour le pas n au temps
tn+1 = tn +∆t.
2. Algorithme de Newton-Raphson : itération i
3. Boule sur tous les éléments
(a) Boule sur tous les points de Gauss de haque élément
i. Choix de la loi de omportement.
ii. Loi de omportement FEM
2
: homogénéisation numérique.
Mis à jour des variables d'état pour démarrer le pas n+1 à partir de
l'état du pas préédent. Celles-i sont :
- Coordonnées nodales xi de la mirostruture au pas n.
- Ouvertures maximales normalisées λmax au pas n.
iii. Boule sur le numéro des perturbations néessaires pour aluler
numériquement le tenseur tangent : 5 en méanique pure, 8 en hy-
droméanique.
A. Solution du problème à l'éhelle mirosopique
Adaptation de l'algorithme du tableau 7.3 pour un problème à
deux éhelles. Intégration du problème aux éléments nis en uti-
lisant la inématique du problème maro pour imposer les on-
ditions aux limites sur la mirostruture. Calul des grandeurs
homogénéisées (setion 7.7).
B. Calul du tenseur tangent ave une méthode de perturbation.
4. Assemblage de la matrie de rigidité globale.
5. Solution du système algébrique linéaire, alul de δ∆ui et mise à jour des
vitesses nodales.
6. Test sur la onvergene.
(a) Le ritère de onvergene n'est pas satisfait : i=i+1 =⇒ go to 2
(b) Le ritère de onvergene est satisfait :
i. Mise à jour des variables d'état qui identient l'état de la mirostru-
ture (oordonnées nodales et ouvertures maximales normalisées). L'é-
tat nal du pas n va devenir l'état initial du pas n+1.
ii. n = n+ 1 =⇒ go to 1.
Table 8.1  Algorithme de résolution numérique du problème aux limites à deux éhelles.
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8.2 Validation du problème en méanique pure
Pour vérier numériquement la réponse méanique d'un milieu dont la loi de om-
portement est obtenue ave un proessus d'homogénéisation numérique, nous onsid-
érons trois problèmes aux onditions aux limites :
- Problème de tration isotrope
- Problème de ompression isotrope
- Problème de isaillement pur
Dans haque problème nous onsidérons des onditions aux limites en déplaement et
un domaine disrétisé par quatre éléments (gure 8.2.a) de façon que la réponse du
milieu doive forement être homogène. La mirostruture du problème est dérite en
gure 8.2.b. Les résultats en ontraintes seront aratérisés par les aspets suivants :
1 2 3
11
109876
5
12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
8
ÉCHELLE MACROSCOPIQUE  a)
ÉCHELLE MICROSCOPIQUE  b)
52
73
3021
20
109764321
41
63
8988
83
84 93929190878685
5
o x
y
1 2
3 4
1 2
3 4
4 9 10
Figure 8.2  Maillage du domaine à l'éhelle marosopique gure a), maillage du domaine
à l'éhelle mirosopique gure b).
 Homogénéité : À ause des onditions aux limites le hamp de déformations à
l'éhelle marosopique est homogène, par onséquent la réponse en ontrainte
doit se révéler homogène.
 Linéarité : En onsidérant des onditions aux limites en déplaement susamment
petits, nous pouvons assumer que l'état du milieu soit élastique (les interfaes o-
hésive à l'éhelle mirosopique ne sont pas endommagées). De ette façon nous
omparons l'état de ontrainte obtenu par l'homogénéisation numérique σFEM
2
ij
et l'état de ontrainte σlinij , ette dernière est alulée ave le tenseur tangent et
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ave le hamp de déformation obtenus à la n de haque pas de temps.
 Résultats FEM 2 et miro : Nous avons omparé la ontrainte σFEM
2
ij ave la on-
trainte σmicro
ij
alulée uniquement ave le ode qui résout le problème miro. Pour
ela nous avons appliqué sur le alul miro le même gradient de déformation du
alul maro an de pouvoir appliquer, dans les deux as, les mêmes onditions
aux limites sur la ellule. De ette façon les résultats peuvent être omparés.
 Convergene : Une étude de onvergene est proposée an de vérier l'évolution
quadratique de la onvergene. Dans e adre nous avons fait varier le paramètre
de perturbation ǫ pour regarder de quelle façon il inuene la onverge du alul.
Les paramètres aratérisant les omposantes de la mirostruture sont montrés dans
le tableau 8.2. An de dérire le omportement des interfaes de la façon la plus simple
possible, les paramètres du omportement tangentiel sont égaux aux paramètres du
omportement en tration (δt = δn, T
max
n = T
max
t ). En utilisant les paramètres λ et µ
Modèle élastique des grains Modèle des interfaes Propriétés uides
λ 961.0 MPa δn 0.015 mm ν 10
−9
MPa.s
µ 1442.0 MPa δt 0.015 mm ρ0 10
−3
g/mm3
ρ 2.7 ∗ 10−3 g/mm3 Tmax
n
5.0 MPa p0 0.1 MPa
Tmax
t
5.0 MPa kw 2.2 ∗ 103 MPa
Table 8.2  Paramètres méaniques et physiques de la mirostruture.
du tableau 8.2, il est possible de aluler le module de Young E et le oeient de
Poisson ν utilisant les équations 8.2.b1 et 8.2.b2 (E=3460.2 MPa, ν = 0.2).
K = λ+
2
3
µ

ν =
3
(
K
G
)− 2
2 + 6
(
K
G
)
E = 3K (1− 2ν)
(8.2)
8.2.1 Tration isotrope
Les onditions aux limites pour un problème de tration isotrope sont dérites
dans le tableau 8.3. Elles nous permettent d'obtenir, au niveau mirosopique, des
fores de ontat normales à l'interfae qui sont uniquement en tration. La réponse
en ontrainte du mélange pour les omposantes σfem
2
xx
, σfem
2
yy
est montrée dans la gure
8.3. La omposante σfem
2
xy est nulle σ
fem2
xy = 0 elle n'a don pas été ahée.
An de omprendre l'évolution des ontraintes de la gure 8.3, nous regardons les
détails du omportement de la mirostruture qui est identié par l'état de haque
fore d'interfae ohésive (gure 8.4).
La ontrainte σfem
2
xx
est aratérisée par un omportement élastique jusqu'au pas 66
(point 1 de la gure 8.3) puisque le omportement de haque interfae est élastique.
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DDL Bloqués Numéro des n÷uds
Déplaement ux 1 6 11 16 21
Déplaement uy 1 2 3 4 5
DDL Imposé Numéro des n÷uds
Déplaement ux 5 10 15 20 25
Déplaement uy 21 22 23 24 25
Table 8.3  Conditions au limites du problème : tirage isotrope
Au pas 68 les fores orthogonales des interfaes 1, 2, 23 et 24 (gure 8.2) ommenent
à être endommagées (point 2 de gure 8.3). Nous retrouvons don un hangement de
pente au niveau marosopique jusqu'au pas 107 (point 3) où es quatre interfaes
d'extrémité sont omplètement endommagées.
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Déformation 
Figure 8.3  Contrainte du mélange de la miro-struture : problème de tration isotrope
en déplaement
Le point 4 (pas 116) de la ourbe montre le pi de la ontrainte horizontale σfem
2
xx
du mélange aratérisé par le dernier état élastique des interfaes vertiales 11, 12, 13
et 14 qui ommenent à s'endommager au pas 117. À partir de e moment, l'endom-
magement augmente de plus en plus ave le hargement et la pente de la ourbe rouge
en gure 8.3 montre une diminution ultérieure jusqu'au pas 156 (point 6).
Après e pas, le omportement normal des interfaes du bord supérieur est omplète-
ment assé et toute la résistane de la ellule le long de la diretion horizontale est
retenue par le omportement normal des interfaes 11, 12, 13 et 14. Puisqu'à e mo-
ment l'ouverture normale de es interfaes est enore basse, elles peuvent réagir ave
des fores onsidérables d'autant que la ourbe globale montre une augmentation de
résistane. À l'éhelle mirosopique, le point 7 de la gure 8.3 est aratérisé par la
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rupture de la omposante normale de la plupart des interfaes (step 304) et par un fort
endommagement des autres.
La ontrainte vertiale du mélange σfem
2
yy montre un omportement élastique jusqu'au
pas 107 (point A de gure 8.3), dû au omportement normal de toutes les interfaes
horizontales. Après e pas, elles s'endommagent toutes ensemble jusqu'au pas 304 dans
lequel les interfaes 3, 4, 9, 10 et 15, 16, 21, 22 sont omplètement assées.
La omposante tangentielle de la ontrainte σfem
2
xy
reste nulle pendant tout le harge-
ment. Ce résultat peut être expliqué en envisageant que, même si les grains sont hargés
ave des fores tangentielles sur les interfaes horizontales, la valeur moyenne de la on-
trainte tangentielle reste nulle étant donné que la distribution des fores tangentielles
est parfaitement antisymétrique. Nous remarquons que toutes les interfaes vertiales
ne présentent auune fore tangentielle puisque les ouvertures tangentielles sont nulles
∆t = 0.
Ainsi, ave une telle struture, la réponse du mélange se révèle bien anisotrope.
Cette anisotropie représente un résultat onséquent à la géométrie de la mirostruture.
Étant donné qu'un omportement isotrope représente un as partiulièr de omporte-
ment anisotrope, il est possible de montrer que, dans le adre de l'homogénéisation,
une réponse méanique isotrope est obténue seulement ave des struture très régulieres
(strutures symmétriques par rapport à un angle de 60◦). Nous ajoutons don qu'il n'est
pas possible de aratériser le niveau d'anisotropie à priori, il serait néessaire de faire
une étude paramétrique en hangeant des grandeurs aratéristiques de la mirostru-
ture prise en ompte. En envisageant la mirostruture de gure 8.2, on pourrait on-
sidérer une étude paramétrique en hangeant les dimensions du grain entral (diérents
rapports de la largeur sur l'hauteur) et étudier omment varie la réponse méanique du
milieu homogénéisé en analysant le rapport entre la ontrainte horizontale et vertiale.
Cet aspet représente une perspetive possible de e travail.
Homogénéité
Pour valider l'implémentation, l'homogénéité de la réponse méanique a été vériée.
En raison des onditions aux limites, la inématique du milieu est homogène e qui
fait que l'état de ontrainte doit être homogène. Le tableau 8.4 montre la valeur des
ontraintes pour haque point de Gauss de haque élément pour diérents taux de
déformations. Ces valeurs sont parfaitement les mêmes sur haque point du domaine.
Nous pouvons don armer que l'état de ontrainte du milieu est bien homogène.
Nous remarquons que même le tenseur tangent onsistant alulé ave une méthode de
perturbation est onstant dans haque point de Gauss de haque élément. La ontrainte
de isaillement σxy se relève nulle pendant tout le hargement et n'est don pas ahée
dans le tableau 8.4.
262
8.2. VALIDATION DU PROBLÈME EN MÉCANIQUE PURE
ǫ 0.30 % ǫ 0.60 % ǫ 1.10 % ǫ 1.58 %
[MPa℄ σxx σyy σxx σyy σxx σyy σxx σyy
ELEM 1 IP=1 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=2 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=3 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=4 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
ELEM 2 IP=1 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=2 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=3 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=4 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
ELEM 3 IP=1 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=2 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=3 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=4 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
ELEM 4 IP=1 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=2 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=3 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
IP=4 2.2988 1.3903 4.5674 2.7610 6.4478 4.4380 4.6413 3.6241
Table 8.4  État homogène de ontrainte : tration isotrope.
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COMPORTEMENT TANGENTIELLE DES INTERFACES
STEP=124 STEP=126 STEP=127
STEP=129 STEP=304STEP=128
Élasticité Endommagement Rupture
STEP=66 STEP=68 STEP=70 STEP=107
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STEP=164 STEP=304
COMPORTEMENT ORTHOGONAL DES INTERFACES
Élasticité
Endommagement
Rupture
Figure 8.4  Comportement des interfaes de la mirostruture : tration isotrope
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COMPORTEMENT TANGENTIELLE DES INTERFACES
STEP=124 STEP=126 STEP=127
STEP=129 STEP=304STEP=128
STEP=66 STEP=68 STEP=70 STEP=107
STEP=110 STEP=117 STEP=1ﬀ
TEP=161
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COMPORTEMENT ORTHOGONAL DES INTERFACES
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MPa
Figure 8.5  Fores des interfaes de la mirostruture : tration isotrope
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Validation du omportement linéaire
Pour vérier que l'état de ontrainte σfem
2
ij
atteint des valeurs numériquement or-
retes nous faisons l'hypothèse de petites déformations et de omportement linéaire.
Étant donné que pour un problème élastique la solution est unique, nous allons om-
parer la ontrainte du milieu homogénéisé σfem
2
ij
ave elle alulée envisageant le
tenseur tangent Cfem
2
. Si le omportement avait été parfaitement linéaire, la ontrainte
aurait pu se aluler ave l'équation 8.3 :
σlin
i
= Cfem
2
ij
εfem
2
j
(8.3)
La gure 8.6 montre l'évolution de la ontrainte qui vient des éléments nis au arré
σfem
2
i
et elle alulée ave une hypothèse de omportement élastique linéaire σlin
i
. Les
deux ourbes sont parfaitement superposées quand le hamp de déformations est réelle-
ment petit et tendent à s'éloigner vers la n quand l'hypothèse de grandes déformations
ommene à jouer un rle signiatif. Le step 66 représente la limite élastique du milieu
'est-à-dire le point 1 de gure 8.4.
Pour estimer la distane entre les deux états de ontraintes, nous dénissons une fon-
tion d'erreur relative omme suit :
errx =
[
1− σ
lin
x
σfem2
x
]
erry =
[
1− σ
lin
y
σfem2
y
]
(8.4)
La gure 8.7 montre l'évolution des fontions errx, erry. La valeur maximale de l'er-
reur relative entre les deux ontraintes ne dépasse pas le 1.6% e qui nous permet de
onsidérer σfem
2
omme une valeur alulée orretement.
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Figure 8.6  Comparaison de l'état de ontrainte : omportement linéaire.
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Figure 8.7  Erreur relative sur la ontrainte alulée : omportement linéaire.
Comparaison FEM
2
-miro
Une vériation ultérieure a été de omparer les résultats obtenus ave les éléments
nis au arré ave eux obtenus exlusivement ave le ode qui résout le problème miro
[68℄. Cette omparaison a été possible étant donné que l'état de ontrainte à l'éhelle
marosopique σfem
2
homogène. Les résultats en ontrainte sont montrés dans la gure
8.8.
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Figure 8.8  Solution en ontrainte ave FEM 2 et ave le ode miro
Les ontraintes σx, σy alulées ave les deux odes sont susamment prohes pen-
dant toute l'évolution du alul. An de omprendre omment les deux aluls se
diérenient au fur et à mesure du hargement les paramètres errx, erry sont montrés
dans l'image 8.9.
Figure 8.9  Erreur relative entre la solution miro et la solution ave FEM 2
Le tableau 8.5 montre les valeurs de errx, erry en fontion du pourentage de
déformations imposées. L'erreur relative entre les deux solutions se révèle au dessous
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de 1% jusqu'à un pourentage de déformations du 1, 6% (point 6 de gure 8.3) qui
orrespond au moment où les premières interfaes ommenent à se asser. Après ette
valeur, errx, erry ontinuent à augmenter mais de façon exponentielle puisque la valeur
des ontraintes tendent à zéro. De toute façon, les erreur relatives à la n du hargement
ne dépassent pas le 6 pour ent.
ǫx = ǫy = ǫ [ % ℄ errx [ % ℄ erry [ % ℄ omportement de la miro-struture
0.66 % 0.27% 0.25% état élastique des interfaes
1.1 % 0.25% 0.20% endommagement des interfaes
1.2 % 0.35% 0.15% endommagement des interfaes
1.6 % 0.80% 1.00% rupture des interfaes orthogonales
2.0 % 1.60% 1.75% évolution de la rupture des interfaes
2.5 % 4.90% 4.65% évolution de la rupture des interfaes
Table 8.5  Erreur relative entre la solution FEM 2 et elle miro
Convergene du problème
Une étude sur l'évolution de la onvergene a été faite pour e problème imposant
une déformation de 0, 1% ave les onditions aux limites. Un fateur qui peut mo-
dier l'évolution de la onvergene est la perturbation ave laquelle nous alulons
numériquement le tenseur tangent. An de omprendre l'intervalle des valeurs possibles
du paramètre ǫ pour laquelle on atteint la solution du problème ave une onvergene
quadratique, on a résolu le problème du tirage isotrope ave diérentes valeurs de
la perturbation. Diérentes ourbes de onvergene, haune d'elles étant une valeur
diérente de la perturbation, sont montrées dans la gure 8.10. Pour une intervalle
ompris entre ǫ=10E-3 et ǫ=10E-14 le problème arrive à onvergene même si dans le
as de ǫ=10E-14 on perd l'évolution quadratique de la onvergene. Pour des valeurs
supérieures à ǫ=10E-14 le problème ne onverge plus, dans la mesure où la diérene
entre les ontraintes est tellement petite qu'on entre dans le bruit numériques.
Pour e qui est de la gure 8.10, la onvergene en déplaement montre un pi vers la
inquième itération alors que la onvergene en fore ontinue vers les valeurs limites
qui aratérisent e problème aux limits. Puisque es aluls ont été faits onsidérons
un milieu seond gradient, nous onstatons que e omportement de la onvergene en
déplaement est du aux degrés de liberté de la partie seond gradient.
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Figure 8.10  Convergene du problème en fontion de la perturbation ǫ
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Figure 8.11  Comportement du paramètre de onvergene en fore
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Figure 8.12  Comportement du paramètres de onvergene en déplaement
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8.2.2 Compression isotrope
En utilisant le domaine méanique de gure 8.2, nous analysons le omportement
du milieu homogénéisé ave des onditions aux limites en ompression isotrope. Les
déplaements imposés sont les mêmes que eux de la setion 8.2.1 mais de signe opposé.
Dans ette partie de validation, deux lois de omportement sont onsidérées :
- Loi de ontat linéaire aratérisée par la même rigidité de la partie en tration.
- Loi de ontat non linéaire dérite dans l'équation 7.27.
La gure 8.13 montre l'évolution des ontraintes en utilisant les deux lois de omporte-
ment pour dérire les ontats entre les grains.
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Figure 8.13  Comportement du milieu homogénéisé : ompression isotrope
Envisageant un omportement non-linéaire des interfaes, nous observons une réponse
isotrope, les ontraintes σx, σy étant égales. Cet aspet est justié par la non-linéarité
du omportement des fores de ontat aratérisé par un oeient de pénalisation k
sur le terme quadratique de la parabole, qui est extrêmement forte (k ≈ 1015).
Il sut de déplaements de ompénétration extrêmement petits an d'avoir des fores
de ontat susamment grandes pour atteindre l'équilibre ave les onditions aux li-
mites. Le oeient de pénalisation est tellement grand que l'ordre de grandeur des
déplaements est trop petit pour avoir des diérenes sensibles en ontrainte. En gure
8.14 nous montrons l'état des interfaes pour e as de ompression isotrope.
Homogénéité
Même pour e as de ompression isotrope, l'homogénéité de l'état de ontrainte a
été vériée pour un alul ave des interfaes linéaires et non-linéaires. Le tableau 8.6
montre la valeur de la ontrainte pour trois diérents taux de déformation.
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Compression
Figure 8.14  Comportement de la mirostruture : ompression isotrope
Figure 8.15  Comportement de la mirostruture : fores des interfaes horizontales et
vertiales.
Validation du omportement linéaire
Une omparaison ave un omportement linéaire a été proposée même pour e as
de ompression isotrope. La gure 8.16 montre la diérene entre l'état de ontrainte
résultant du alul et elui alulé ave le tenseur tangent omme expliqué pour le prob-
lème de tirage isotrope. Comme dans le as du tirage isotrope, la gure 8.16 montre un
omportement linéaire jusqu'à un taux de déformation de 0.6% après lequel l'hypothèse
de grande déformation joue un rle important. Cette évidene est onrmée aussi par
les résultats du tableau 8.6.
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Linéaire ǫ 0.15 % ǫ 0.30% ǫ 0.60% Non-linéaire ǫ = 0.10
[MPa℄ σxx σyy σxx σyy σxx σyy σxx σyy
ELEM 1 IP=1 -1.161 -0.702 -2.310 -1.409 -4.690 -2.840 -4.81458 -4.81450
IP=2 -1.161 -0.702 -2.310 -1.409 -4.690 -2.840 -4.81458 -4.81450
IP=3 -1.161 -0.702 -2.310 -1.409 -4.690 -2.840 -4.81458 -4.81450
IP=4 -1.161 -0.702 -2.310 -1.409 -4.690 -2.840 -4.81458 -4.81450
Table 8.6  État homogène de ontrainte : as de ompression isotrope (loi de ontat
linéaire).
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Figure 8.16  Comparaison des ontraintes ave un omportement linaire
La même étude n'a été pas prise en ompte pour le omportement non-linéaire des
interfaes ohésives la réponse du milieu homogénéisée étant non linéaire déjà à partir
des premiers taux de déformation imposée omme montré dans la gure 8.13.
Comparaison FEM
2
-miro
Dans la gure 8.17 on peut voir une omparaison entre la solution alulée ave les
éléments nis au arré et elle alulé uniquement ave le ode miro.
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Convergene du problème
Une étude de onvergene de la perturbation ǫ a été proposée omme dans le as
préédent (gures 8.18, 8.19 et 8.20). Cette étude n'a été onsarée qu'au as de lois
d'interfaes non-linéaires. En e qui onerne la gure 8.18, on peut proposer les mêmes
onsidérations faites pour l'évolution de la onvergene pour le as du tirage isotrope.
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Figure 8.17  Comparaison des ontraintes ave le ode miro
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Figure 8.18  Convergene du problème en fontion de la perturbation ǫ
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Figure 8.19  Comportement du paramètre de onvergene en fore
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Figure 8.20  Comportement du paramètre de onvergene en déplaement
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8.2.3 Cisaillement pur
An de retrouver une solution homogène pour un problème de isaillement pur on
impose les onditions aux limites montrées dans le tableau 8.7. Elles sont aussi dessinées
en gure 8.21.
DDL Bloqués Numéro des n÷uds
Déplaement ux - - 3 - -
Déplaement uy 1 2 3 4 5
Déplaement uy 6 7 8 9 10
Déplaement uy 11 12 13 14 15
Déplaement uy 16 17 18 19 20
Déplaement uy 21 22 23 24 25
DDL Imposés Numéro des n÷uds
Déplaement uy - - - - -
Déplaement ux - - - - -
Déplaement ux 6 - 8 - 10
Déplaement ux 11 12 13 14 15
Déplaement ux 16 - 18 - 20
Déplaement ux 21 22 23 24 25
Table 8.7  Conditions au limites du problème : isaillement pur
Pour un problème de isaillement pur, les mêmes test faits pour les problèmes préé-
dents ont été vériés. Les résultats ne sont pas ahés dans la suite de ette setion
puisqu'ils présentent des aratéristiques similaires à elles faites préédemment.
La réponse méanique du milieu homogénéisé peut être expliquée à partir du om-
portement de la miro-struture. Trois diérents points peuvent être identiés dans la
ourbe qui montre l'évolution des ontraintes (gure 8.22).
Figure 8.21  Cisaillement pur
 Point 1 : Ce point orrespond au dernier état élastique de la miro-struture (pas
166, gure 8.23) qui orrespond au pi de la ourbe déformation-ontrainte. Les
fores ohésives tangentielles des interfaes horizontales ont atteint leur limites
élastiques.
 Point 2 : Ce point orrespond à l'état de la miro-struture immédiatement après
le pi de la ourbe ontrainte-déformation (pas 167). Les fores ohésives tan-
gentielles des interfaes horizontales ommenent à être endommagées, l'endom-
magement augmente de plus en plus ave le hargement (pas 299), jusqu'à la
rupture de ertaines interfaes.
 Point 3 : Il orrespond à la rupture des interfaes ohésives tangentielles de la
miro-struture (pas 300).
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L'évolution de la ontrainte σxy du mélange reète le omportement des interfaes
horizontales, les interfaes vertiales étant presque déhargées.
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Figure 8.22  Évolution des ontraintes.
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STEP 160 STEP 161 STEP 162
STEP 163 STEP 164 STEP 165
STEP 166 STEP 300
COMPORTEMENT TANGENTIEL DES INTERFACES
COMPORTEMENT ORTHOGONAL DES INTERFACES
Compression
Élasticité
Endommagement
Rupture
Figure 8.23  Comportement de la mirostruture : problème de isaillement pur
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STEP 160
FORCES T NGENTIELLES DES INTERFACES
STEP 165 STEP 190
STEP 210 STEP 250 STEP 300
STEP 160
FORCES ORTHOGONALES DES INTERFACES
STEP 165 STEP 190
STEP 210 STEP 250 STEP 300
MPa
MPa
Figure 8.24  Fores des interfaes : problème de isaillement pur
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8.3 Validation du problème ouplé
Dans ette setion nous montrons un alul hydroméanique en onditions ÷dom-
étriques où le omportement des interfaes reste dans un régime élastique. Le domaine
envisagé est omposé par une olonne de huit éléments arrés d'une hauteur de 4 mm
(gure 8.25.a). Le hargement aux n÷uds du bord supérieur en terme de déplaement
est appliqué ave une vitesse de 10−4 mm/s pendant 10 seondes. Nous avons utilisé e
alul pour valider de façon qualitative l'implémentation du système ouplé. La raison
pour laquelle nous appliquons les onditions au limits en tration est due à l'éet de
la pression d'eau à l'éhelle mirosopique. Étant la pression du uide négative, les
interfaes tendent à se fermer e qui garantie que le omportement global du milieu
homogénéisé reste dans un domaine élastique. Les paramètres utilisés sont eux du
tableau 8.2 et le modèle d'éoulement uide onsidéré est elui d'un uide qui oule
entre deux plan parallèles.
Nous avons utilisé e alul pour vérier de façon qualitative les résultats obtenues.
À l'éhelle marosopique nous montrons la pression d'eau pw (gure 8.25), la ontrainte
totale horizontal du mélange σxx (gure 8.26), la ontrainte totale vertial du mélange
σyy (gure 8.27), ux massique vertialmyy (gure 8.28). Plusieurs observations peuvent
être faites :
 La ourbe de la pressions d'eau pw est symétrique par rapport à un axe horizontal
x qui passe par le entre du domaine. Les dix pas ahés montrent des inréments
de pression d'eau négatives qui diminuent au fur et à mesure du hargement. Ces
inréments tendent une valeur négligeable depuis le pas 6.
 Dans les gures 8.26, 8.27 nous montrons la ontrainte totale horizontale σxx
et vertiale σyy du mélange. La première est symétrique par rapport à un axe
horizontal x qui passe par le entre du domaine alors que la deuxième, pour
l'équilibre de la olonne, est onstante tout le long de l'axe vertial y.
 Le débit de ux massique est ahé en gure 8.28. Dans ette gure nous obser-
vons la symétrie de la solution par rapport l'axe vertial et la ohérene du signe
de myy par rapport à elui du gradient de la pression d'eau.
Dans les gures 8.29, 8.30, 8.31 et 8.32 nous montrons les résultats de e problème
aux limites à l'éhelle marosopique en substituant à haque point de Gauss l'état de
la mirostruture en terme de fores d'interfaes et des pressions d'eau. Ce faisant il
est possible d'interpréter le omportement marosopique à partir du omportement à
l'éhelle mirosopique.
En utilisant la même onvention utilisée dans la setion 8.2 pour dérire l'état des inter-
faes, toutes les interfaes ohésives sont aratérisées par un état élastique (symbole
vert). En gure 8.29 il est possible d'observer que ertaines interfaes sont en ompres-
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sion (symbole noir), à ause de la valeur négative de la pression d'eau marosopique.
Dans les gures 8.30 et 8.31 nous ahons les deux omposantes des fores d'inter-
faes où la solution se présente symétrique par rapport à l'axe y puisque le problème
est unidimensionnel. Les omposantes tangentielles des fores ohésives présentent une
distribution symétrique par rapport au entre du domaine ar, pour deux éléments
opposés, le gradient de pression marosopique est de signe opposé.
Au début du hargement, la valeur des fores orthogonales est petite dans le entre de
la olonne à ause du fait que la valeur négative de la pression d'eau tend à fermer
les interfaes alors que sur le bord ette valeur est petite et les interfaes sont plus
hargées. Vers la n du hargement où les inréments de pression d'eau tendent à zero,
la omposante orthogonale des fores d'interfaes se redistribuée sur tout le domaine.
La gure 8.32 présente la distribution de la valeur nodale de la pression d'eau à l'éhelle
mirosopique. Les ouleurs de plus en plus fonées, reètent la tendane de la pression
d'eau à l'éhelle marosopique 8.25.
Une perspetive importante est représentée par la omparaison de ourbes de on-
solidation obténues à l'aide d'un alul ave les éléments nis au arré ave elles
obténues ave la théorie de Biot en envisageant omme paramtrès (oeient de Biot,
oeient d'emmagasinement et perméabilité) les paramètres du milieu homogénéisé.
Ce alul représentera une validation rigoreuse de l'implémentation de la loi de om-
portement ouplée FEM
2
et il sera pris en ompte dans les perspetives de e travail
de thèse.
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Figure 8.25  Domaine à l'éhelle marosopique, a). Pression d'eau pw à l'éhelle maro-
sopique, b)
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Figure 8.26  Contrainte horizontale σxx à l'éhelle marosopique
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Figure 8.27  Contrainte horizontale σyy à l'éhelle marosopique
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Figure 8.28  Flux massique horizontale myy à l'éhelle marosopique
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2 4 6 9 10
État des forces orthogonales d'interfaces
Figure 8.29  État des fores orthogonales d'interfae : en vert un état élastique de tra-
tion, en noir un état élastique de ompression
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Figure 8.30  Fores tangentielles horizontales de la mirostruture
287
8.3. VALIDATION DU PROBLÈME COUPLÉ
1
2
3
4
12345678
M
P
a
P
A
S
 4
P
A
S
 7
lé
m
é
n
t 
2
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
É
lé
m
é
n
t 
4
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
É
lé
m
é
n
t 
2
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
É
lé
m
é
n
t 
2
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
P
A
S
 1
0
É
lé
m
é
n
t 
4
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
É
lé
m
é
n
t 
4
, 
 p
o
in
t 
d
e
 G
a
u
ss
 2
11
F
O
R
C
E
S
 O
R
T
H
O
G
O
N
A
L
E
S
 D
E
S
 I
N
T
E
R
F
A
C
E
S
1
2
3
422
1
2
3
422
2 2
2 2
Figure 8.31  For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ales de la mirostruture
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Figure 8.32  Flux massique horizontale myy à l'éhelle marosopique
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8.4 Conlusions
Après avoir présenté les détails du modèle à l'éhelle mirosopique dans le hapitre
7, dans e hapitre nous montrons des résultats à deux éhelles d'observation, à la fois
pour des problèmes aux limites en méanique et pour un problème en hydroméanique.
Tous les essais numériques proposés ont été faits ave une mirostruture omposée
par des grains à forme de brique (3 grains au total) et des interfaes horizontales et
vertiales.
An d'obtenir des résultats à l'éhelle marosopique, nous avons implémenté le
ode qui traite le problème numérique sur la mirostruture dans Lagamine, ode aux
éléments nis de l'Université de Liège. L'implémentation a été faite en respetant le
format de Lagamine en e qui onerne le passage entre le début et la n du pas
des variables d'état, que pour ette loi de omportement, sont représentées par les
oordonnées de la mirostruture xi et les ouvertures maximales normalisées λ
max
i
. En
imprimant les variables d'état à la n de haque pas de temps sur un hier de texte,
il est possible de reonstruire l'état de haque mirostruture dans l'espae et dans le
temps.
La validation de l'implémentation pour des problèmes en méanique pure a été faite
à l'aide de plusieurs aluls dans lesquels nous avons imposé des déplaements à la fron-
tière du domaine marosopique an d'avoir un hamp de déformation homogène dans
le milieu. Trois as ont don été étudiés : la tration isotrope, la ompression isotrope
et le isaillement pur. Pour es problèmes aux limites, nous avons vérié l'homogénéité
de la réponse en ontrainte et la linéarité du problème en onditions de petites défor-
mations. Étant donné que la ontrainte est homogène, nous avons aussi omparé les
résultats à deux éhelles à eux obtenus uniquement ave le ode miro développé par
Frey [68℄.
Une validation qualitative a été proposée pour un problème hydroméanique en
onditions oedométriques. Les résultats obtenus à l'éhelle marosopique en terme de
ontrainte et de pression d'eau respetent toutes les symétries du problème et semblent
être physiquement aeptables. Le omportement des ontraintes et de la pression d'eau
dans le temps et dans l'espae est ohérent ave les valeurs des fores d'interfae et les
valeurs nodales de la pression d'eau pour haque mirostruture.
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Conlusions Générales

Chapitre 9
Conlusions Générales
Dans ette thèse nous avons onsidéré deux approhes diérentes pour modéliser le
omportement ouplé des géomatériaux. Dans la première approhe, appelée phénomé-
nologique ou aussi expérimentale, nous onsidérons un milieu poreux équivalent ara-
térisé par un mélange des deux phases dont nous onnaissons les taux. An de dérire le
omportement du squelette solide, nous avons utilisé la théorie de l'élasto-plastiité en
petites déformations. Dans la deuxième approhe nous avons utilisé la méthode de l'ho-
mogénéisation numérique (les éléments nis aux arré) pour dérire le omportement
ouplé d'un milieu poreux. Ce faisant, la loi de omportement du milieu est dérite à
partir de ses aratéristiques à une éhelle d'observation mirosopique.
9.0.1 Une loi de omportement anisotrope.
La première approhe a été utilisée pour modéliser les essais de laboratoire sur
un ylindre reux faits par l'EPFL dans le adre du projet européen Timodaz. Après
avoir omprimer de façon isotrope un ylindre reux, l'essai se fait en deux phases :
une première (phase A) de déhargement à l'intérieur du ylindre reux et une deuxiè-
me (phase B), dans laquelle le hargement est laissé onstant pour faire dissiper les
pressions d'eau.
Ces essais ont pour objetif d'étudier, à une éhelle de laboratoire, la zone en-
dommagée EDZ autour d'un forage reusé d'argile de Boom, qui montre un omporte-
ment fortement anisotrope. Dans e adre, deux lois de omportement élasto-plastiques
basées sur un ritère de harge de type Druker-Prager ont été utilisées (Plasol et Plasol
anisotrope). Ce qui les diérenie est la desription de la partie élastique pour laquelle
nous avons utilisé un modèle isotrope (Plasol) et un modèle transversalement isotrope
(Plasol anisotrope).
L'introdution de l'élastiité transversale permet de dérire de façon qualitative
l'apparition des déformations plastiques anisotropes dans le domaine étudié. La forme
ovalisée autour du forage, les irrégularités sur le bord intérieur, et la région où les dé-
formations plastiques sont plus fortes, représentent des aspets que nous retrouvons en
regardant les essais expérimentaux. Dans la plupart des tests numériques réalisés, des
bandes de isaillement se délenhent en bandes à spirale et en bandes onjuguées à l'in-
térieur du ylindre reux. À ause d'une dénition insusante des sansions prises, les
solutions numériques ave loalisation n'ont été pas omparés à d'éventuelles parours
en bandes de isaillement présentes dans l'éhantillon d'un ylindre reux.
Pour étudier les solutions possibles en bandes de isaillement, que peuvent présenter
pour e problème aux limites les deux lois de omportement, une étude de non uniité
est proposée. An de trouver des solutions diérentes dans le temps et dans l'espae,
nous avons lané plusieurs aluls en hangeant les données pour la disrétisation tem-
porelle. De ette façon, le alul traverse des pas de temps diérents et l'initialisation
de l'algorithme de Newton-Raphson est diérente pour haque alul. Pour les deux
lois de omportement, Plasol et Plasol anisotrope, les solutions trouvées peuvent être
lassiées en trois groups :
1. Groupe 1 :
Solutions axiale-symétrique (Plasol) et solution symétrique par rapport aux axes
vertial et horizontal (Plasol anisotrope).
2. Solutions ave déformations loalisées en bandes de isaillement
(a) Groupe 2 :
Formation des bandes de isaillement de l'intérieur du ylindre reux.
(b) Groupe 3 :
Formation des bandes de isaillement à partir d'une déharge d'une zone
plastiée.
Plusieurs perspetives peuvent être envisagées an d'améliorer le modèle Plasol
anisotrope.
 Couplage entre la valeur de la perméabilité et les déformations plastiques. Il
est ainsi possible de dérire une augmentation de la perméabilité en fontion de
l'endommagement du matériau.
 Utilisation des ontraintes eetives de Biot au lieu des ontraintes eetives de
Terzaghi.
 Modélisation du omportement élastoplastique introduisant l'anisotropie aussi
dans la fontion de harge f.
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9.0.2 La méthode de l'homogénéisation numérique.
L'homogénéisation numérique FEM
2
représente une approhe alternative à elle
des lois de omportement phénoménologique puisqu'elle nous permet de onstruire la
loi onstitutive à partir des aratéristiques mirostruturales du matériau. Le modèle
que nous avons envisagé se base sur l'hypothèse de milieu périodique et il aratérise
la mirostruture ave des omposantes de type grains et des omposantes d'interfae.
Elles permettent de transmettre le hargement entre les grains et identient un réseau
de anaux uides à l'intérieur desquels l'eau peut ouler.
En utilisant le travail de Frey [68℄ qui a développé le ode pour la résolution du
problème à l'éhelle mirosopique, nous l'avons implémenté dans un ode aux éléments
nis (Lagamine), an de pouvoir utiliser ette loi de omportement hydroméanique,
dans le adre d'un problème aux limites à une éhelle d'observation marosopique.
La validation de l'implémentation pour un problème en méanique pure a été fait à
l'aide de plusieurs aluls où, en imposant des onditions aux limites en déplaement, le
domaine est aratérisé par un état de déformation homogène. Nous avons ainsi vérié
l'homogénéité de l'état de ontrainte, la linéarité du omportement soumis à de petites
déformations et omparé les résultats ave eux obtenus uniquement ave le ode pour
la résolution du problème à l'éhelle mirosopique. Le omportement marosopique
d'un problème hydroméanique a été validé de façon qualitative en s'assurant que toutes
les symétries du problème étaient respetées et que les résultats étaient physiquement
admissibles. Les résultats à l'éhelle marosopique sont ohérents ave eux à l'éhelle
mirosopique.
La méthode des éléments nis au arré donne une ontribution importante à la dé-
nition d'une loi de omportement en partant par les aratéristiques mirostruturales
d'un matériau. Cette méthode peut bien s'adapter à la modélisation du omportement
des géomatériaux. L'approhe que nous avons suivie permet notamment de dérire une
mirostruture omposée par ristaux omme dans un grès (gure 9.1.a) mais aussi
une mirostruture d'un matériau argileux (gure 9.1.b) où nous pouvons modéliser
les agrégats des feuillets d'argile par les grains de la ellule périodique du modèle. Dans
e dernier as l'hypothèse d'imperméabilité des grains ne peut plus être valable et il
est néessaire de onsidérer les grains du modèle omme un milieu poreux à très basse
perméabilité.
À la diérene des modèles phénoménologiques, il n'est plus néessaire de faire des
hypothèses sur la façon de dénir la ontrainte totale du milieu poreux ar elle est
diretement obtenue à partir d'un alul numérique à l'éhelle mirosopique. Cette
approhe permet aussi de dépasser tous les problèmes qui onernent la dénition de la
perméabilité du milieu poreux en fontion de l'endommagement. Dans ette méthode
d'homogénéisation numérique une perméabilité équivalente du milieux homogénéisé
est diretement alulée en fontion de l'histoire de la inématique, notamment en
fontion du omportement des interfaes méaniques sur lequelles nous supposons être
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(a) Grès de Vosges (b) Argille de Boom
Figure 9.1  Mirostruture d'une grès a), Besuelle et al. [28℄ et d'une rohe argileuse b),
Hemes et al. [77℄.
onentré tout l'endomagement de la mirostruture. Le omportement anisotrope du
matériau est aussi déterminé par la géométrie de la mirostruture du matériau omme
on a pu le voir dans tous les résultats de la setion 8.2. Cette méthode permet don
de dépasser toute la omplexité analytique des modèles anisotropes dans le adre de
l'élasto-plastiité en grandes déformations.
Il est importante de remarquer que si les tehniques de mesure de hamps nous
permet d'avoir des informations à une éhelle mirosopique, es tehniques ne don-
nent pas des indiations sur le omportement des interfaes ohésives. En raison d'un
manque de données expérimentales signiatives, nous avons hoisi de modéliser les in-
terfaes ohésives ave une loi de omportement élastique ave adouissement linéaire,
loi dont les paramètres méaniques ne orrespondent pas à eux d'un matériau réel.
Ce hoix a été fait en ontinuité ave le travail de Frey [68℄. Si nous hypotisons de on-
naître préisemment la mirostruture et les lois de omportement qui aratérisent
les omposantes de la mirostruture nous pouvons supposer que à l'éhelle maro-
sopique le omportement du matériau est orretement dérit. Contrairement le om-
portement marosopique observé se rélève plutot arbitraire si nous sommes obligés de
faire des hypothèses sempliatives sur les omposantes à l'éhelle mirosopique du
milieu (géométrie et lois de omportement). Dans et ésprit un travail d'analyse inverse
pourrait être pris en ompte omme perspetive à long terme an de déterminer une
mirostruture et des paramètres hydroméaniques qui puissent bien dérire le om-
portement marosopique du matériau pendant un essai de laboratoire. Dans e adre
il sera de toute façon néessaire onsidérer les images obténues au mirosope an de
dénir une mirostruture prohe de la réalité.
Le désavantage prinipal des éléments nis aux arré est sans doute son oût en
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temps de alul, surtout dans le as où le tenseur tangent onsistant est alulé à
l'aide d'une méthode de perturbation. Dans e sens, une amélioration importante a été
apportée par Kouznetsova et al. [86℄ qui ont appliqué une méthode de ondensation
pour le alul de la matrie tangente. Ave ette méthode, à la diérene de la elle de
perturbation, l'intégration de la ontrainte au niveau mirosopique est faite une seule
fois. Cette solution a été déjà prise en ompte par Van Den Eijnden [144℄ dans le adre
d'une amélioration du ode qui traite le problème mirosopique. La parallélisation du
ode des éléments nis à l'éhelle marosopique (Lagamine), au niveau de l'intégration
de la loi de omportement sur haque point de Gauss et au niveau du solver, représente
une optimisation importante qui peut diminuer de manière signiative le temps de
alul.
Au niveau de l'implémentation, en perspetive, il est possible iter tout e qu'il
onerne l'enrihissement de la mirostruture en utilisant des lois d'interfae plus
ompliquées omme par exemple Tvergaard 2003 [142℄, onsidérer les grains omme des
milieux poreux à perméabilité donnés, implémenter la possibilité de faire des alules
ouplés même au niveau thermique.
Au niveau des aluls à faire nombreux sont les aluls qui est intéressante faire :
- Caluls en méanique pure sur une biaxial an de dérire la loalisation des
déformations.
- Calul en ompression oedométrique pour valider de façon numérique le om-
portement hydroméanique ave la solution exate de la onsolidation unidimen-
sionnel.
- Caluls en hydroméanique sur une biaxial an de dérire la loalisation des
déformations et regarder omment varie la perméabilité du milieu homogénéisé
au ours de l'endommagement.
- Caluls sur un ylindre reux pour modéliser les essais de Lausanne ave la mi-
rostruture de gure 8.2 et omparer le omportement en régime de loalisation
du milieu homogénéisé ave le omportement de la loi Plasol anisotrope.
Les milieux ontinus seond gradient peuvent toujours être utilisés pour dérire de
façon objetive la loalisation des déformations en utilisant une loi de omportement
de type FEM
2
.
298

Sixième partie
Annexe

Annexe A
Developement analytique sur
l'anisotropie transversale
A.1 Paramètres méaniques
Une relation parmi les paramètres méanique de l'équation 4.62 et les paramètres
de l'équation 4.63 est proposer i-dessus :
λ+ 2µt =
Eπ(1− νπ3ν3π)
(1 + νπ)(1− νπ − 2νπ3ν3π)
λ =
(νπ + νπ3ν3π)Eπ
(1 + νπ)(1− νπ − 2νπ3ν3π)
α + λ =
νπ3E3 · (1 + νπ)
(1 + νπ) · (1− νπ − 2νπ3ν3π)
λ+ β + 2(µl + µt + α) =
(1− ν2π)E3
(1− νπ − 2νπ3ν3π)
2µt =
Eπ
νπ + 1
2µl = G3
A.2 Changement de repère pour un loi transversale-
ment isotrope
Dans ette setion on montre omment arriver aux équations 4.65 et 4.66 du para-
graphe 4.5.2 pour as en notation tensoriel et notation vetoriel an de bien vérier les
symétrie du tenseur.
A.2. CHANGEMENT DE REPÈRE POUR UN LOI TRANSVERSALEMENT ISOTROPE
Notation Tensorielle
σij = Cijkhεkh ontrainte dans le repère loal (O, e1, e2, e3)
σz
αβ
= Cz
αβγδ
εz
γδ
ontrainte dans le repère global (O, ex, ey, ez)
R =
 1 0 00 cosα sinα
0 −sinα cosα

(A.1)
σzαβ = RαiσijRβj −→ σzαβ = RαiRβjCijkhεkh
εkh = Rγkε
z
γδRδl −→ σzαβ = (RαiRβjRγkRδhCijkh) εzγδ
(A.2)
C
z
αβγδ = RαiRβjRγkRδhCijkh (A.3)
Notation Vetoriel
σzij = RikσkpRjp =

σz
33
= σ3
33
cos2α + σ3
22
sin2α− 2σ3
23
cosα · sinα
σz22 = σ
3
22cos
2α + σ333sin
2α+ 2σ323cosα · sinα
σz
11
= σ3
11
σz13 = σ
3
13cosα− σ312sinα
σz
12
= +σ3
13
sinα+ σ3
12
cosα
σz23 = −σ322sinα · cosα + σ333sinα · cosα+
+σ3
23
(
cos2α− sin2α)
(A.4)
Nous pouvons rérire σzij en forme vetorielle dans la façon suivant :
σzi = Rijσj
σz11
σz
22
σz
33
σz23
σz
13
σz
12
 =

1 0 0 0 0 0
0 cos2α sin2α +2 cosα sinα 0 0
0 sin2α cos2α −2 cosα sinα 0 0
0 − cosα sinα cosα sinα cos2 α− sin2 α 0 0
0 0 0 0 cosα −sinα
0 0 0 0 sinα cosα


σ11
σ22
σ33
σ23
σ13
σ12

En faisant le même alule pour la déformation nous rérivons la même équation an
de trouver la matrie Czij
σzi = Rijσj ε
z
i = Rijεj
σzi = C
z
ijε
z
j σi = Cijεj −→ R−1i σz = C (R−1εz)
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En utilisant le paramétré méanique de l'équation (numéro) on montre le omposantes
de la matrie Cij
Cij =

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 2C44 0 0
0 0 0 0 2C44 0
0 0 0 0 0 2C55

ij
σz
i
=
(
Rih Chk R
−1
kj
)
εz
j
Cz
ij
=
(
Rih Chk R
−1
kj
)
(A.5)
Ci-dessus nous érivons toutes les omposantes du tenseur Czijkl et C
z
ij
C
z
1111 = C
z
11 = A1 = B
C
z
1122
= Cz
12
= A13 · sin2α+ A12 · cos2α = C
C
z
1133
= Cz
13
= A13 · cos2α+ A12 · sin2α = D
C
z
1112 = C
z
16 = 0
C
z
1113
= Cz
15
= 0
C
z
1123
= Cz
14
= cosα · sinα · (A13 − A12) = E
C
z
2211
= Cz
21
= A13 · sin2α+ A12 · cos2α = C
C
z
2222
= Cz
22
= A3 · sin4α + A1 · cos4α + sin2α · cos2α · (4A4 + 2A13) = H
C
z
2233
= Cz
23
= A13 ·
(
sin4α + cos4α
)
+ sin2α · cos2α · (A1 + A3 − 4A4) = I
C
z
2212
= Cz
26
= 0
C
z
2213 = C
z
25 = 0
C
z
2223
= Cz
24
= − sinα · cosα·[(
sin2α− cos2α) (2A4 + A13)− A3 · sin2α+ A1 · cos2α] = L
C
z
3311 = C
z
31 = A13 · cos2α+ A12 · sin2α = D
C
z
3322 = C
z
32 = A13 ·
(
sin4α + cos4α
)
+ sin2α · cos2α · (A1 + A3 − 4A4) = I
C
z
3333
= Cz
33
= A1 · sin4α + A3 · cos4α + sin2α · cos2α · (4A4 + 2A13) = P
C
z
3312
= Cz
36
= 0
C
z
3313
= Cz
35
= 0
C
z
3323
= Cz
34
= sinα · cosα · [(sin2α− cos2α) (2A4 + A13)−A1sin2α + A3cos2α] = Q
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C
z
1311
= Cz
51
= 0
C
z
1322 = C
z
52 = 0
C
z
1333
= Cz
53
= 0
C
z
1312
= Cz
56
= −cosα · sinα · (A5 − A4) = N
C
z
1313 = C
z
55 = A5 · sin2α + A4 · cos2α = M
C
z
1323 = C
z
54 = 0
C
z
1211
= Cz
61
= 0
C
z
1222 = C
z
62 = 0
C
z
1233
= Cz
63
= 0
C
z
1212
= Cz
66
= A4 · sin2α + A5 · cos2α = O
C
z
1213 = C
z
65 = −cosα · sinα · (A5 − A4) = N
C
z
1223
= Cz
64
= 0
C
z
2311 = C
z
41 = cosα · sinα · (A13 −A12) = E
C
z
2322 = C
z
42 = − sinα · cosα·[(
sin2α− cos2α) (2A4 + A13)−A3 · sin2α + A1 · cos2α] = L
C
z
2333
= Cz
43
= sinα · cosα · [(sin2α− cos2α) (2A4 + A13)− A1sin2α + A3cos2α] = Q
C
z
2312
= Cz
46
= 0
C
z
2313
= Cz
45
= 0
C
z
2323
= Cz
44
= A4 ·
(
sin4α+ cos4α
)
+ sin2α · cos2α · (A1 + A3 − 2A4 − 2A13) = R

σz
11
σz22
σz
33
σz23
σz
13
σz
12

i
=

B C D 2E 0 0
C H I 2L 0 0
D I P 2Q 0 0
E L Q 2R 0 0
0 0 0 0 2M 2N
0 0 0 0 2N 2O

ij

εz
11
εz22
εz
33
εz23
εz
13
εz
12

j
=
=

B C D E 0 0
C H I L 0 0
D I P Q 0 0
E L Q R 0 0
0 0 0 0 M N
0 0 0 0 N O

ij

γz
11
γz
22
γz33
γz
23
γz
13
γz
12

j
(A.6)
Ave γij = 2εij.
L'équation A.6 représente la loi transversalement isotrope dans le repère Oexeyez.
305
Annexe B
Caluls numériques sur un ylindre
reux
B.1 Solution du problème aux onditions au limits
B.1.1 Loi onstitutive Plasol
B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
Points en harge plastique, harge-déharge élastique
STEP=30 32 36 4939
52 57 65 67 69
71 73 75 77 79
80 83 85 87 92
10096 98 102 104
116114112108106
133 150 161 170 174
ISO-1
Figure B.1  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ISO-1
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
ISO-2
STEP=10 11 12 13 14
15 16 17 18 19
20 21 23 24 25
26 27 28 28 29
30 31 32 33 34
35 36 37
50 55 70
41 44
80 95
Figure B.2  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ISO-2
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
ISO-3
STEP=6 07 08 10 16
20 27 31 32 33
34 35 36 37 38
39 40 41 44 48
51 54 57 59 62
65 67 71 75 79
84 88 90 91 93
Figure B.3  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ISO-3
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
ISO-4
STEP=32 52 64 35 75
77 79 84 89 98
100 104 107 112 119
121 125 127 130 138
152 166 180 190 214
232 252 262 275
279 300 322 328 333
277
Figure B.4  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ISO-4
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
Déformation plastique équivalente εp
eq
STEP = 87 92 96 98 100
110108106104102
112
121
129
140
155 158 161 170
142
131
123
114 115
125
133
145
174
148 150
136 138
127 128
117 119
ISO-1
Figure B.5  Déformation plastique équivalente εpeq . Calul ISO-1
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
ISO-2
STEP = 12 14
18 19
32 33
37 39
44 46
51 52
65 70
13
17
31
36
43
50
61 80 95
5855
47 49
4241
34 35
2720
15 16
Figure B.6  Déformation plastique équivalente εpeq . Calul ISO-2
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
STEP = 7 8 10 16 20
27 31 32 33 34
35 36 37 38 39
40 41 44 46 48
6259
7975
91 939088
67 71
5754
65
51
84
ISO-3
Figure B.7  Déformation plastique équivalente εpeq . Calul ISO-3
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
STEP = 90 98 106 111 123
172
234
256
264
272
333318
270
262
254
220
168156
200
252
260
268
292276
267
258
249
194
148134
182
243
257
266
274
ISO-4
Figure B.8  Déformation plastique équivalente εpeq . Calul ISO-4
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
B.1.2 Prole de la pression d'eau
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Figure B.9  Prol de pressions d'eau pour les aluls ISO-1, ISO-2, ISO-3, ISO-4
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
B.1.3 Convergene des diérents aluls
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Figure B.10  Convergene en fore : alul ISO-1A,B
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Figure B.11  Convergene en déplaement : alul ISO-1A,B
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
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Figure B.12  Convergene en fore : alul ISO-3A,B
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Figure B.13  Convergene en déplaement : alul ISO-3A,B
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
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Figure B.14  Convergene en fore : alul ISO-4A,B
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Figure B.15  Convergene en déplaement : alul ISO-4A,B
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B.1.4 Loi onstitutive Plasol anisotrope
Points en harge plastique, harge-déharge élastique
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Figure B.16  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ANISO-1
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Figure B.17  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ANISO-2
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Figure B.18  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ANISO-3
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Figure B.19  Points en harge plastique (en bleu), points en harge-déharge élastique
(jaune) : alul ANISO-4
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Déformation plastique équivalente εp
eq
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Figure B.20  Déformation plastique équivalente εpeq. Calul ANISO-1
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
ANISO-2
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Figure B.21  Déformation plastique équivalente εpeq. Calul ANISO-2
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Figure B.22  Déformation plastique équivalente εpeq. Calul ANISO-3
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
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Figure B.23  Déformation plastique équivalente εpeq. Calul ANISO-4
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B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
B.1.5 Prole de la pression d'eau
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Figure B.24  Prol de pressions d'eau pour les aluls ANISO-1, ANISO-2, ANISO-3,
ANISO-4
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B.1.6 Convergene des diérents aluls
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Figure B.25  Convergene en fore : alul ANISO-1A,B
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Figure B.26  Convergene en déplaement : alul ANISO-1A,B
328
B.1. SOLUTION DU PROBLÈME AUX CONDITIONS AU LIMITS
5 10 15 20 25
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
−15
−10
−5
0
5
10
Numéro de l'itérations       [ - ]
N
u
m
é
ro
 d
u
 s
te
p
  
  
  
 [
 -
 ]
CONVERGENCE EN FORCE    Log(f)
Figure B.27  Convergene en fore : alul ANISO-3A,B
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Figure B.28  Convergene en déplaement : alul ANISO-3A,B
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Figure B.29  Convergene en fore : alul ANISO-4A,B
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Figure B.30  Convergene en déplaement : alul ANISO-4A,B
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Annexe C
Homogénéisation numérique : Les
Élément nis au arré FEM
2
C.1 Lois de omportement des interfaes ohésives
L'objetive de e paragraphe est de montrer que l'équation 7.26 utilisée pour aluler
les fores ohésives ave des fontionnes a-dimensionnelles est obtenue à partir des
relations entre ti,∆i.
Les aluls qui suivent sont faits que pour la omposante tangentielle de la fore tt
étant donné que le passages onernant la omposante normale en as tration sont
exatement les mêmes.
Charge-Déharge élastique (CD-EL)
tt =
[
Tmxt
∆el
t
]
∆t =⇒ tt =
[
Tmxt
∆el
t
/δt
] [
1
δt
]
∆t
tt =
[
Tmx
t
λelt
] [
1
δt
]
∆t =⇒ tt = ∆t ftt
Chargement ave endommagement (C-END)
An de aluler la fore d'interfae dans un as de hargement ave endommagement
il surait de aluler la fore t⋆. Cette façon de proéder permet de aluler la fontion
ftt ommun au as de déharge ave endommagement.
tt =
[
t⋆
∆mxt
]
∆mx
t
=⇒ t⋆ =
[
Tmx
t
δt −∆elt
]
(δt −∆mxt )
tt =
[
Tmx
t
∆mx
t
] [
δt −∆mxt
δt −∆elt
]
∆mxt =⇒ tt =
[
Tmx
t
∆mx
t
/δt
] [
δt −∆mxt
δt −∆elt
] [
1
δt
]
∆mxt
tt =
[
Tmxt
1− λel
t
] [
1− λmxt
λmx
t
] [
1
δt
]
∆mx
t
=⇒ tt =
[
Tmxt
λel
t
− 1
] [
1− 1
λmx
t
] [
1
δt
]
∆mx
t
C.2. HOMOGÉNÉISATION DE LA PARTIE MÉCANIQUE
tt = ∆t ftt (C.1)
Déharge élastique ave endomaggement (D-END)
tt =
[
t⋆
∆mx
t
]
∆t =⇒ t⋆ =
[
Tmxt
δt −∆elt
]
(δt −∆mxt )
tt =
[
Tmx
t
∆mxt
] [
δt −∆mxt
δt −∆elt
]
∆t =⇒ tt =
[
Tmx
t
∆mxt /δt
] [
δt −∆mxt
δt −∆elt
] [
1
δt
]
∆t
tt =
[
Tmx
t
1− λel
t
] [
1− λmx
t
λmx
t
] [
1
δt
]
∆t =⇒ tt =
[
Tmx
t
λel
t
− 1
] [
1− 1
λmx
t
] [
1
δt
]
∆t
tt = ∆t ftt (C.2)
C.2 Homogénéisation de la partie méanique
Nous proposons dans ette setion une façon alternative de aluler la ontrainte
du mélange σmix
ij
au lieu de elle proposé par l'équation 7.81. Pour un problème de
méanique déni sur une ellule unitaire la formulation faible de l'équilibre peut être
rérite selon l'équation suivante :∫
Ω
σij∇w⋆ij dΩ+
∫
∂ΩA
σijn
A
j
(
wA
⋆
i − wC
⋆
i
)
dA+
∫
∂ΩB
σijn
B
j
(
wD
⋆
i − wB
⋆
i
)
dA = 0 (C.3)
∀w⋆
i
∈ C1
w⋆
i
= Eij Xj
wA
i
− wC
i
= Eij X
AC
j
wBi − wDi = Eij XBDj
−Eij
∫
Ω
σij dΩ + EijX
AC
j
∫
∂ΩA
σijn
A
j
dA + EijX
BD
j
∫
∂ΩD
σijn
D
j
dA = 0 (C.4)∫
Ω
σij dΩ = X
AC
j
∫
∂ΩA
σijn
A
j dA + X
BD
j
∫
∂ΩD
σijn
D
j dA (C.5)∫
Ω
σ dΩ =
[∫
∂ΩA
σn dA
]
⊗XAC +
[∫
∂ΩD
σn dA
]
⊗XBD (C.6)
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